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@ Introduction

© Equations de Fokker-Planck classique, discréte et fractionnaire
© Equation de Boltzmann sans troncature angulaire
@ Equation de Boltzmann inélastique

© Perspectives
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Description microscopique
Description des trajectoires de chaque particule
Equations de Newton

Description mésoscopique
Description de I'évolution de la densité de particules
Equations de Boltzmann, Landau, Fokker-Planck, Vlasov...

Description macroscopique
Description de |'évolution des observables (masse, vitesse,
température)
Equations d'Euler, de Navier-Stokes
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@ Systéme décrit par I'évolution de la densité de particules
f=f(t,x,v), t € RT le temps, x € Q la position et v € R3
la vitesse.

@ Absence de force extérieure et d'interaction entre particules :
équation de transport libre

8tf+v-VXf:O.

@ Si interaction entre particules, équation de la forme

Of + v - Vif = Q(f).

Isabelle Tristani Equations cinétiques 5/47



Introduction Théorie cinétique des gaz
Equation de Boltzmann
Problemes étudiés
Techniques utilisées
Principaux résultats

Equation de Boltzmann

Oif + v -V, f = Qp(f,f)

Collisions élastiques : (v, vi) et (V/, v}) vitesses d'un couple
de particules avant et apres collision

Vv =V P P = VR P

@ Collisions microréversibles.

Propriétés de conservation :
/ Qs(f,f)e(v)dv =0 pour o(v)=1,v,w,vs,|v|?
R3
Dissipation d'entropie :

D(f) = — /3 Q&(f, ) log(f) dv > 0.
R
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Soit f; une solution de I'équation de Boltzmann.
@ Propriétés de conservation :

d

[ R ededr =0, p(v) = L, v, v v,
dt Jr3xTs3

@ Théoreme H de Boltzmann :

d

dt /R3><’]I‘3 ft(x, v) log fe(x, v) dx dv < 0.

— f; B ol u est une Maxwellienne.
— 00

Isabelle Tristani Equations cinétiques 7/47



Introduction Théorie cinétique des gaz
Equation de Boltzmann
Problémes étudiés
Techniques utilisées
Principaux résultats

@ Probléme de Cauchy : solutions homogeénes, solutions proches
du vide, solutions renormalisées, solutions perturbatives...

o Comportement en temps grand des solutions : méthodes
d'entropie, étude spectrale de I'opérateur linéarisé autour de
I"équilibre...
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o Etude du probleme linéaire ou linéarisé autour de I'équilibre :

— Probléme linéaire : 9:f = Af.

(1) Argument d'élargissement de I'espace dans lequel on a un trou
spectral : on sait que A admet un trou spectral dans E, par
exemple E = [2(1~1/2), on montre que A admet un trou
spectral dans € D E, par exemple & = L}({v)¥).

(2) Argument perturbatif : A = A. et A. — Ao, on sait que Ag
admet un trou spectral, on montre que pour ¢ assez petit, A.
admet aussi un trou spectral dans le méme espace.

@ Retour au probléme non linéaire : existence d'un voisinage
dans lequel la partie linéaire est dominante.
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Découpage classique (Hilbert, Weyl...) :

N= Ay + By
~— ~—
compact  dissipatif
Décomposition de Ag : Ag= A + A°.
~~ N
régulier  petit
Nouveau découpage :

N=A+ (A + By = A+ B
régulier  dissipatif

— Estimations quantitatives.
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(1) Equation de Fokker-Planck fractionnaire : retour
exponentiel vers I'équilibre dans L1((x)X).

e (1) Equation de Boltzmann sans troncature angulaire pour
des potentiels durs homogeéne en espace : retour exponentiel
vers I'équilibre dans L1((v)k).

@ (1) Equation de Landau non homogene en espace pour des
potentiels faiblement mous, maxwelliens et durs : théorie de
Cauchy et retour exponentiel vers I'équilibre dans H3L2(m).

@ (2) Equation de Boltzmann inélastique : théorie de Cauchy et

retour exponentiel vers I'équilibre des solutions dans
114,21
W Wy (m).

@ (1)+(2) Equations de Fokker-Planck discréte, fractionnaire et
classique : retour exponentiel vers I'équilibre uniforme.
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Equations de Fokker-Planck classique, discréte et fractionnaire Equations étudiées
Résultat principal
De Fokker-Planck discret vers Fokker-Planck classique

Equation de Fokker-Planck

Oif = Nof := D.f +div(xf), &>0.
e FP discret : D(f) := E%(kE «f—1f), &>0.
@ FP fractionnaire : ¢ >0

e FP classique : Dof = Af.
On a: /\5 — /\0.

— Peut-on traiter ces familles d'équations dans un méme cadre
uniforme en ¢ ?
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Equations de Fokker-Planck classi iscre Equations étudiées
Equation de B oncature angula Résultat principal
e De Fokker-Planck discret vers Fokker-Planck classique

Théoreme (Mischler-T.)

Il existe g9 € (0,2), a< 0 et C > 1 tels que :
Vt>0, Ve €[0,e0], VFeEX,
ISa. ()f — () G:||x < Ce™ ||f — () Gc|x
ot X est par exemple un espace L' 4 poids, Sp_(t) = et est le
semi-groupe associé au générateur N\., G. I'équilibre de I'équation

et (f) = [ra f.
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Equations de Fokker-Planck classique, discréte et fractionnaire Equations étudiées
Résultat principal
De Fokker-Planck discret vers Fokker-Planck classique

Equation de Fokker-Planck discrete

1
Oif = E—z(k6 « f — )+ div(xf) = Af

avec k € W21(RY) N L33 qui vérifie

1 1
/ k(x) X dx=1] 0 |,
R4 X ® X 21y

k> rlpe,y pour k,r>0.

et 1
— X d
kg(X) = gk (5), x € RY.

— Peut-on utiliser un argument perturbatif pour cette équation
uniformément en ¢ 7
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Théoreme

o A\. famille d'opérateurs tels que A, = A. + B:..
X1 C Xp C X_1 trois espaces de Banach.
o Il existe a € R, n € N et gg > 0 tels que
(Al) Localisation du spectre de Ag. Dans Xp et X;, on a:

Z(/\o) NA, = {0} C Zd(AO)

(A2) Dissipativité de 5. et caractére borné de A..
Pour tout ¢ € [0, ], B — a est hypodissipatif dans X; et
A, € B(X;) pour j=—-1,0,1.

(A3) Propriétés régularisantes de T,(t) := (A. Sp_(t))*".
Pour tout ¢ € [0,&¢], T, satisfait pour j = —1,0.

/0 I Ta()ll 50,50y € dt < Can

(A4) Estimation sur A, — Ag. Pour j =0,1,

[ Ae — Aollzx,,x,_1) + 1B — Bollaa(x; x,_) < m(e) — 0.

e—1
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Théoreme (Mischler-Mouhot; T.)

Sous les hypothéses précédentes, il existe ' € (0, 0] et
n2(€) — 0 tels que, pour tout ¢ € (0,&'],
E=

T(A) N A, ={&, - &) C Za(Ae);
V1<j<k, [§]<m(e)
dimR(n/\&gf + ...+ I—I/\srﬁi) = dimR(H/\mo).

De plus, pour tout & € (a,00) \ {Reéf,...,Re&}, ona:

/
< Ca/ e’ t.

k
Vt>0, HSAE(t) —;Sf\s(t)”"a’ff B(X0)

Isabelle Tristani Equations cinétiques 17 /47



Utilisat

Espaces considérés : m(x) = (x)9, g > d/2+6

X1 := H%(m) C Xo := H3(m) € X_1 := L2(m).

Soient xr € D(RY), 1g0r) < X < Lp2R) €t X& =1 — Xr-

Pour € > 0, on définit

Af = Mxg (ke xf) et B.f :=NAf — AFf.

Pour € = 0, on définit

Aof := M xrf et Bof := Nof — Apf.
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Théoreme

Soit i € {—1,0,1}. Il existe ag < O tel que pour tout f € X; et
pour tout a > ap,

15n0 (£)f = Go(F)llx; < Ca e |If — Go(F)llx;, V=0

ot Gy est I'unique équilibre de I'équation de masse 1.

v

— Poincaré et condition de Lyapunov : ... école de Toulouse 2000’
— Sobolev logarithmique : Gross, Stroock 80’ ...

— Elargissement : Gualdani-Mischler-Mouhot 2013, Mischler-Mouhot
2014

< (A1) est réalisée.
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o A. est borné dans X;, i = —1,0, 1 uniformément en .

@ Soita>d/2—q+6. Il existeeg >0, M >0et R>0 tels
que pour tout € € [0, 0], B: — a est hypodissipatif dans X;,
i=—1,0,1 avec a qui ne dépend pas de ¢.

Exemple de calculs dans L%(m) :
1 ,
B.f = 8—2(/(5 w« f — )+ div(xf) — Mxg (ko * )

= (12—M) (ke x f =)+ M x5 (ke x f — F) + div(xf) — M xgr f.
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Estimation de [pq (B:f) f m? :

/Rd(Bgf)fm2: (;—M> /Rd(ks*f—f)fm2

+/ M x& (ke % f — f) f m?

Rd

+/ div(xf) fm> — | Mxgf?m?
R4 R4

=Ti+Ta+ T3+ T4

On a les estimations suivantes :

1
T1 < terme négatif + C / f2(x) m?(x) — dx
R (x)?
ngMCRnE/ 2m?, k. ——0
RY e—0
Tt Toe [ 200m00 (- L pre) ax
’ ! R? 2 (x)?
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On obtient :
/Bf)fm
Rd
2
/f2m 2+ 8 Iy - —~Mxg)
Rd 2 (x)?

————————d/2—g<0

e—0,|x| =200

Pour a > d/2 — g, on peut donc trouver M, R et ¢q tels que pour
tout € € (0, gg],

/d(Bg _AfFm? <0,
R

— (A2) est réalisée.
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On montre qu'il existe n € N tel que :

L1 (S5O iz iy € e < G
On considére f; solution de
Oifi=B.fi fo=F.

On a, si g9 > 0 est assez petit, pour tout ¢ € (0,¢ep] :

1d
——f22m:/ B.f,) f, m?
5 gl felliem) Rd( t) fr

1
<L / (Ry) — A0 ke(x — ) dy dx+a|fllZagm
46 Rd xRd

gain de régularité
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De plus, on peut montrer que :

K
[ ke #x f||f-_,,1 <5

2 /RdXRd (F(y) = F(x))? ke(x — y) dy dx.

On en déduit que :
t 2 —2as 1 2
/0 ke o fill e ds < == [IFl[iz(m): V=0,
puis que
| 1AS.(5) iy €272 05 < C [l 2(m.

— (A3) est réalisée.
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On montre que :

HAE — Ao

@(X{ X,'_l) 0 et ”/\8 - /\0 %(X,‘,X,'_ﬂ — 0
’ e—0 €

-0
Ona:

Af — Aof = Mxp(kexf —f) et Ae—No=D.—A.
Développement de Taylor pour traiter D, — A.

< (A4) est réalisée.
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Conclus

e En appliquant le théoréme de perturbation, on obtient
I'existence de a < 0 et €9 > 0 tels que pour tout ¢ € [0, gg],
pour tout f € Xo = H3((x)9) :

1SA. (£)f = M 0SA. (1) fllxo < C e [If =M. of[lx,, V>0

@ Théorie de Krein-Rutman : il existe un unique état d'équilibre
G de masse 1 tel que A.G. =0 et Mp_of = G(f). On en
déduit le résultat :

ISn. () = (F) Gellx, < Ce™|If = () Gellx,, VE=0.

— Peut-on utiliser un argument d’élargissement pour étendre ce
résultat a I'espace L1({x)9) ?
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@ E et £ sont deux espaces de Banach tels que E C £
LeC(E)et LEC(E) telsque Lig=1L
L=A+BetlL=A+Bavec A =AetBg=8B.

@ On suppose qu'il existe a € R, n € N tels que

(H1) Localisation du spectre de L :
Y(L)NnA,={0} Cc X4(L)
et L — a est dissipatif sur R(/d — ;o).
(H2) Dissipativité de B et caractére borné de A :
(B — a) est hypodissipatif dans £ et A € #(E), A € B(E).
(H3) Propriétés régularisantes de T,(t) := (ASs(t))*" :
[ ITOlate.ey e ot < o
0
Théoreme (Gualdani-Mischler-Mouhot)

Pour tout &' > a, on a l'estimation suivante :

ve>0, |Se(r) - sﬁ(t)nﬁ,oﬂ%) < C, et
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On applique le théoréme avec E = H3(m) et & = L1(m). On utilise
le méme découpage.
@ (H1) est réalisée grace au résultat précédent.
@ On montre que (H2) est vérifiée de la méme maniere
que (A2) I'est.
@ Pour (H3), on procede par dualité. On montre que pour

tout s € N (en particulier pour s > d/2), il existe n € N tel

que
(AZSp: () 12 — HS

et donc
(Sp. (1) AN - H™s — 2,

On utilise ensuite I'injection de Sobolev L' < H~5 pour
s > d/2 pour conclure que

(A:Sp. (1)) - gt g2,
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Conclusio

Théoreme (Mischler-T.)
Il existe g9 € (0,2), a< 0 et C > 1 tels que :
Vt>0, Ve €[0,e0], VFfe X :
ISA.(8)f — G(f)lIx < Ce™ ||f — G(f)|x

ot X = LY((x)9), g > d/2+6, Sp_(t) = et est le semi-groupe
associé au générateur \. et G. I'unique équilibre de I'équation de
masse 1.

Isabelle Tristani Equations cinétiques 29 /47



Equation étudiée
Résultat principal et idée de la preuve

Equation de Boltzmann sans troncature angulaire

© Equation de Boltzmann sans troncature angulaire
@ Equation étudiée
@ Résultat principal et idée de la preuve
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Equation étudiée
Résultat principal et idée de la preuve

Equation de Boltzmann sans troncature angulaire

Equation de Boltzmann sans cut-off pour des potentiels durs

O:f(t,v) = Q(f,f)(t,v), veR3 t>0.

@ Opérateur de collision de Boltzmann :
Qe, ) ;:/ B(v—vs,0) [g(V)F(V') — g(v)f(V)] do dv,.
R3xS?

@ Particules qui interagissent selon un potentiel répulsif de la
forme ¢(r) = r(P~1), p > 5 « potentiels durs.

o B(v —v,0) = C|v— v,|7 b(cosf) non intégrable sur S? avec

_p—5 1

p—1>0 et sinfb(cosh) ~ 0172 S:ﬁ_

~

singularité en 0 non intégrable

o 1u(v) = (2r)3/2e~I"I"/2 unique équilibre de masse 1, moment
nul et énergie 3.
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ker-Plar
Equation de Boltzm

Equation étudiée
Résultat principal et idée de la preuve

Théoreme (T.)

Soit fy > 0 d’entropie finie et satisfaisant

odv =1, [ 6vdv=0, | fv)vPdv =3,
R3 R3 R3

alors si f; est une solution “lisse” associée a la donnée initiale fy, il
existe des constantes A > 0 et C > 0 telles que

Vt>0, |f—plp < Cet

ou p est I'équilibre de I'équation de méme masse, quantité de
mouvement et énergie que fy.

— Amélioration du taux polynomial de convergence de Villani 2003.
— Amélioration du résultat de Mouhot 2006 (cas cut-off).

Isabelle Tristani Equations cinétiques 32 /47



Linéarisation autour de I'équilibre : f =+ h

Oth = Q(u, h) + Q(h, 1) + Q(h, h).

Lh
— Peut-on utiliser I'argument d'élargissement avec L 7

@ Séparation des collisions rasantes et non rasantes :
L= Ls + ﬁg .
N
0<6  0>6
@ Découpage de la partie cut-off :

L5= A5 +B5. v
régulier  petit dissipatif

A5o(h) = [os,2©= [ui W + i . — ph.] b§(cosO)|v — v.|" do dv.

B§.(h) =[5, (=0 b + p' h, — phi] b§(cos6)|v —v.|” do dv.

vs(v) = fR3><SZ s b§(cosO)|v — vi|Y dodvi > Ks{v), Ks — ~+00.

Isabelle Tristani Equations cinétiques 33 /47



Résultat p

Utilisation du théoreme d'élargissement avec
E=12(u7?) et €=LY((W)5)
A=A5. et B:=Ls+B5,. —vs.
Théoreme (T.)
Soit k > 2. Il existe Ao > 0 tel que pour tout X € (0, \g), il existe
Cy > 0 tel que pour tout h € L*({v)¥), on a :

Vt>0, HSE(t)h = ng’ohHU((‘/)k) < G, ei/\t”h = ngyohHL1(<v>k).

— Théorie de Cauchy pour I'équation non linéaire dans un espace
L' 3 poids polynomial.

— Ce théoréme nous permet de relier les théories linéarisée et non
linéaire.
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Perturbation d'une solution f; autour de I'équilibre : f; = u + hy,
nﬁ’oht =0. ht vérifie

Othy = Lhe + Q(he, hy).

On veut montrer que h; converge vers 0 avec un taux exponentiel.
Stratégie de la preuve :
o Utiliser la convergence polynomiale pour les temps petits.

@ Une fois que f; entre dans un voisinage de stabilité de p, la
partie linéaire est dominante, inéquation différentielle de la
forme

il < —ur+ur ool u=|he.

o Utiliser la convergence exponentielle vers I"équilibre obtenue
dans L1({v)¥) pour la partie linéaire.
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Equation étudiée
Résultat principal et idée de la preuve

Théoreme (T.)

Soit fo > 0 d’entropie finie et satisfaisant

fo(v) dv /ﬂ) vdv =0, /fo |v\2 dv = 3,

R3

alors si f; est une solution “lisse” associée a la donnée initiale fy, il
existe des constantes A > 0 et C > 0 telles que

Vt>0, |fi—plp<Ce?

ou 1 est I'équilibre de I'équation de méme masse, quantité de
mouvement et énergie que fy.
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Equation étudiée
Résultat principal et idée de la preuve

Equation de Boltzmann inélastique

@ Equation de Boltzmann inélastique
@ Equation étudiée
@ Résultat principal et idée de la preuve
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Equation étudiée
Résultat principal et idée de la preuve

Equation de Boltzmann inélastique

Equation de Boltzmann inélastique pour des sphéres dures :

Oef + v - Vif = Qu(f, f) + (1 — ) A f.

e Q.(f, ) opérateur de collision avec coefficient d'inélasticité
a € [0,1) (o =1 <> collisions élastiques)

@ Conservation de la quantité de mouvement mais pas de
I"énergie :
! ! 112 /12 2 2
v+ ve=Vv +v, et |[VI]TH v T —|v|]T —|w|® <O.

— Pas de théoreme H.
< Pas de théorie a la DiPerna-Lions.
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Equation étudiée

otzma Résultat principal et idée de la preuve

> an san
Equation de Bo

Théoreme (T.)

Soit Xo := W2t Wt ((v)ea<‘/>6) aveca >0 et € (0,1). Pour c
assez proche de 1, il existe € > 0 tel que pour toute donnée initiale
fin € Xo Vérifiant

|fin — Gallx, < €,

ot G, est I'équilibre de I'équation de méme masse et moment que
fin, il existe une solution globale unique f € L3°(Xp). De plus, il
existe A\, > 0 tel que

Vt>0, |If(t)= Gallx, < Ce ||fin — Gullx,, C>1.

— Extension possible au cas des solutions faiblement non homogeénes.
— Premier résultat d'existence dans un "régime collisionnel".
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Equation stationnaire :
Qu(f,f)+(1—a)A,f=0. }

e Existence d'états stationnaires pour tout a € (0, 1).

@ Unicité d’états stationnaires de masse et quantité de
mouvement fixés pour « assez proche de 1 — G, unique
équilibre de masse 1 et de moment nul pour « € [a, 1].

@ Les états stationnaires G,, o < 1 satisfont

|3/2

Ga(v) ~ eIV

= Jrs Goel'l = 00, G, ¢ L1(e).

— On ne peut pas envisager un argument perturbatif autour
de I'élastique dans des espaces de type L(pu~1/?).
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Linéarisation autour de I'équilibre : f = G, + h
Oth = Qu(Ga, h) + Qa(h, Gy) + (1 —a) Ayh — v - Vih+ Q(h, h).

Qo (M) +(1—a) Ayh—v-Vih=:Loh

— Peut-on utiliser I'argument perturbatif avec £, ?

@ Introduire la différence entre inélastique et élastique Qo — Q1 :

Lo=Qn— Q1+Q1+ (1_a)Av —v-Vy
—— L ——
petit petit+dissipatif dissipatif

@ Décomposition de la partie élastique Q1 :
N A At
G = Ql,S + Ql,R -V
~—— v

régulier petit

Qig(h) = fR3steé[N; N+ p b —ph] |v— vi| dodv.
QI (h) = [y, (1= ©5)[Wh b + p' b — ph.] v — va| do dv.
v(v) = ngxgz ws |V — vi| do dvs = (V).
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o Espaces considérés : a > 0et 5 € (0,1)

Xy i= W ((v)2e)”)
Xo = WEIW2! ((v)er)")
Xop = WL (e207)

@ Découpage :

et
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Théoreme (T.)
Il existe ag € [0,1) et A\g > O tel que pour tout a € [ap, 1], Lo,
satisfait dans Xo les propriétés suivantes :

(1) X(Lo)NA_y, = {tta,0} avec po € R. 0 et une v.p. de
dimension 4 et i, est une v.p. de dimension 1.

(ii) o satisfait I'estimation suivante :
fo=-C(1—a)+0((1-0)?), C>0.

(iii) Le semi-groupe généré par L, a la propriété de décroissance
suivante pour tout A\ # —piq, A € (0, Ao):

1520 () =Sta ()20 0= Sea (D)Mo pallzxo) < Ce, C>0.
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Résultat pri

Théoreme (T.)

Il existe ag € [0, 1) tel que pour tout « € [, 1], il existe € > 0 tel
que pour toute donnée initiale fi, € &y vérifiant

Ifin = Galley <,

et f;, de méme masse et moment que G, il existe une solution
globale unique f € L3°(&y). De plus, cette solution satisfait pour
tout A € (0, —pqa)

vVt >0, Hf(t) - GOéHc‘:o < Cei)\tHf;'n - G0l||507 c>1
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Perspectives

© Perspectives
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o Fokker-Planck discret (k(x) =1/2(d1 + -1)).
@ Passage “uniforme” de Boltzmann a Landau.

@ Limite hydrodynamique pour I'équation de Boltzmann
inélastique.

@ Etude de I'équation de Boltzmann sans troncature angulaire
homogene en espace pour des potentiels mous.

o Etude de I'équation de Boltzmann sans troncature angulaire
non homogene en espace.
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Merci pour votre attention !
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