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Description microscopique
Description des trajectoires de chaque particule

Equations de Newton

Description mésoscopique
Description de l’évolution de la densité de particules

Equations de Boltzmann, Landau, Fokker-Planck, Vlasov...

Description macroscopique
Description de l’évolution des observables (masse, vitesse,

température)
Equations d’Euler, de Navier-Stokes
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Théorie cinétique des gaz

Système décrit par l’évolution de la densité de particules
f = f (t, x , v), t œ R+ le temps, x œ ⌦ la position et v œ R3

la vitesse.
Absence de force extérieure et d’interaction entre particules :
équation de transport libre

ˆt f + v · Òx f = 0.

Si interaction entre particules, équation de la forme

ˆt f + v · Òx f = Q(f ).
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Equation de Boltzmann

ˆt f + v · Òx f = QB(f , f )

Collisions élastiques : (v , vú) et (v Õ, v Õ
ú) vitesses d’un couple

de particules avant et après collision
v + vú = v Õ + v Õ

ú, |v |2 + |vú|2 = |v Õ|2 + |v Õ
ú|2.

Collisions microréversibles.
Propriétés de conservation :

⁄

R3

QB(f , f )Ï(v) dv = 0 pour Ï(v) = 1, v
1

, v
2

, v
3

, |v |2.

Dissipation d’entropie :

D(f ) := ≠
⁄

R3

QB(f , f ) log(f ) dv Ø 0.
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Propriétés des solutions

Soit ft une solution de l’équation de Boltzmann.
Propriétés de conservation :

d
dt

⁄

R3◊T3

ft(x , v)Ï(v) dx dv = 0, Ï(v) = 1, v
1

, v
2

, v
3

, |v |2.

Théorème H de Boltzmann :
d
dt

⁄

R3◊T3

ft(x , v) log ft(x , v) dx dv Æ 0.

Òæ ft ≠≠≠æ
tæŒ

µ où µ est une Maxwellienne.
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Problème de Cauchy : solutions homogènes, solutions proches
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Equation de Boltzmann

Problèmes étudiés

Techniques utilisées

Principaux résultats

Etude du problème linéaire ou linéarisé autour de l’équilibre :
Òæ Problème linéaire : ˆt f = ⇤f .
(1) Argument d’élargissement de l’espace dans lequel on a un trou

spectral : on sait que ⇤ admet un trou spectral dans E , par
exemple E = L2(µ≠1/2), on montre que ⇤ admet un trou
spectral dans E ∏ E , par exemple E = L1(ÈvÍk).

(2) Argument perturbatif : ⇤ = ⇤Á et ⇤Á æ ⇤
0

, on sait que ⇤
0

admet un trou spectral, on montre que pour Á assez petit, ⇤Á

admet aussi un trou spectral dans le même espace.
Retour au problème non linéaire : existence d’un voisinage
dans lequel la partie linéaire est dominante.
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Etude du problème linéaire

Découpage classique (Hilbert, Weyl...) :

⇤ = A
0¸˚˙˝

compact

+ B
0¸˚˙˝

dissipatif

.

Décomposition de A
0

: A
0

= A¸˚˙˝
régulier

+ Ac
¸˚˙˝
petit

.

Nouveau découpage :

⇤ = A + (Ac + B
0

) =: A¸˚˙˝
régulier

+ B¸˚˙˝
dissipatif

.

Òæ Estimations quantitatives.
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(1) Equation de Fokker-Planck fractionnaire : retour
exponentiel vers l’équilibre dans L1(ÈxÍk).
(1) Equation de Boltzmann sans troncature angulaire pour
des potentiels durs homogène en espace : retour exponentiel
vers l’équilibre dans L1(ÈvÍk).
(1) Equation de Landau non homogène en espace pour des
potentiels faiblement mous, maxwelliens et durs : théorie de
Cauchy et retour exponentiel vers l’équilibre dans H3

x L2

v (m).
(2) Equation de Boltzmann inélastique : théorie de Cauchy et
retour exponentiel vers l’équilibre des solutions dans
W s,1

x W 2,1
v (m).

(1)+(2) Equations de Fokker-Planck discrète, fractionnaire et
classique : retour exponentiel vers l’équilibre uniforme.
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Résultat principal

De Fokker-Planck discret vers Fokker-Planck classique

Equation de Fokker-Planck

ˆt f = ⇤Áf := DÁf + div(xf ), Á Ø 0.

FP discret : DÁ(f ) := 1

Á2

(kÁ ú f ≠ f ), Á > 0.

FP fractionnaire : Á > 0

DÁ(f )(x) := cÁ

⁄

Rd

f (y) ≠ f (x) ≠ ‰(x ≠ y)(y ≠ x) · Òf (x)
|x ≠ y |d+2≠Á

dy .

FP classique : D
0

f = �f .

On a : ⇤Á æ ⇤
0

.
Òæ Peut-on traiter ces familles d’équations dans un même cadre

uniforme en Á ?
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Résultat principal

De Fokker-Planck discret vers Fokker-Planck classique

Théorème (Mischler-T.)
Il existe Á

0

œ (0, 2), a < 0 et C Ø 1 tels que :
’ t Ø 0, ’ Á œ [0, Á

0

], ’ f œ X ,

ÎS⇤Á(t)f ≠ Èf Í GÁÎX Æ C eat Îf ≠ Èf Í GÁÎX

où X est par exemple un espace L1 à poids, S⇤Á(t) = e⇤Át est le
semi-groupe associé au générateur ⇤Á, GÁ l’équilibre de l’équation
et Èf Í = s

Rd f .

Isabelle Tristani Equations cinétiques 14 / 47



Introduction

Equations de Fokker-Planck classique, discrète et fractionnaire

Equation de Boltzmann sans troncature angulaire

Equation de Boltzmann inélastique

Perspectives

Equations étudiées
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De Fokker-Planck discret vers Fokker-Planck classique

Equation de Fokker-Planck discrète

ˆt f =
1
Á2

(kÁ ú f ≠ f ) + div(xf ) = ⇤Áf

avec k œ W 2,1(Rd) fl L1

2q+3

qui vérifie

⁄

Rd
k(x)

Q

ca
1
x

x ¢ x

R

db dx =

Q

ca
1
0

2Id

R

db ,

k Ø Ÿ 1B(0,r) pour Ÿ, r > 0.

et
kÁ(x) :=

1
Ád k

3x
Á

4
, x œ Rd .

Òæ Peut-on utiliser un argument perturbatif pour cette équation
uniformément en Á ?
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Théorème perturbatif - I

⇤Á famille d’opérateurs tels que ⇤Á = AÁ + BÁ.
X

1

µ X
0

µ X≠1

trois espaces de Banach.
Il existe a œ R, n œ N et Á

0

> 0 tels que
(A1) Localisation du spectre de ⇤

0

. Dans X
0

et X
1

, on a :

⌃(⇤
0

) fl �a = {0} µ ⌃d(⇤0

).

(A2) Dissipativité de BÁ et caractère borné de AÁ.
Pour tout Á œ [0, Á

0

], BÁ ≠ a est hypodissipatif dans Xj et
AÁ œ B(Xj) pour j = ≠1, 0, 1.

(A3) Propriétés régularisantes de Tn(t) := (AÁ SBÁ(t))(ún).
Pour tout Á œ [0, Á

0

], Tn satisfait pour j = ≠1, 0.
⁄ Œ

0

ÎTn(t)ÎB(Xj ,Xj+1

) e≠at dt Æ Ca,n.

(A4) Estimation sur ⇤Á ≠ ⇤
0

. Pour j = 0, 1,

ÎAÁ ≠ A
0

ÎB(Xj ,Xj≠1

) + ÎBÁ ≠ B
0

ÎB(Xj ,Xj≠1

) Æ ÷
1

(Á) ≠≠≠æ
Áæ1

0.
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Théorème perturbatif - II

Théorème (Mischler-Mouhot; T.)
Sous les hypothèses précédentes, il existe ÁÕ œ (0, Á

0

] et
÷

2

(Á) ≠≠≠æ
Áæ0

0 tels que, pour tout Á œ (0, ÁÕ],

⌃(⇤Á) fl �a = {›Á
1

, ..., ›Á
k} µ ⌃d(⇤Á);

’ 1 Æ j Æ k, |›Á
j | Æ ÷

2

(Á);

dim R(⇧⇤Á,›Á
1

+ ... + ⇧⇤Á,›Á
k
) = dim R(⇧⇤

0

,0).

De plus, pour tout aÕ œ (a, Œ) \ {Ÿe ›Á
1

, ..., Ÿe ›Á
k}, on a :

’ t Ø 0,
...S⇤Á(t) ≠

kÿ

j=1

S⇤Á(t)⇧⇤Á,›Á
j

...
B(X

0

)
Æ CaÕ eaÕt .
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Utilisation du théorème perturbatif

Espaces considérés : m(x) = ÈxÍq, q > d/2 + 6

X
1

:= H6(m) µ X
0

:= H3(m) µ X≠1

:= L2(m).

Soient ‰R œ D(Rd), 1B(0,R) Æ ‰ Æ 1B(0,2R) et ‰c
R := 1 ≠ ‰R .

Pour Á > 0, on définit

AÁf := M ‰R (kÁ ú f ) et BÁf := ⇤Áf ≠ AÁf .

Pour Á = 0, on définit

A
0

f := M ‰R f et B
0

f := ⇤
0

f ≠ A
0

f .
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Vérification de (A1)

Théorème
Soit i œ {≠1, 0, 1}. Il existe a

0

< 0 tel que pour tout f œ Xi et
pour tout a > a

0

,

ÎS⇤
0

(t)f ≠ G
0

Èf ÍÎXi Æ Ca eat Îf ≠ G
0

Èf ÍÎXi , ’ t Ø 0

où G
0

est l’unique équilibre de l’équation de masse 1.

Òæ Poincaré et condition de Lyapunov : ... école de Toulouse 2000’
Òæ Sobolev logarithmique : Gross, Stroock 80’ ...
Òæ Elargissement : Gualdani-Mischler-Mouhot 2013, Mischler-Mouhot
2014

Òæ (A1) est réalisée.
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Vérification de (A2) - I

AÁ est borné dans Xi , i = ≠1, 0, 1 uniformément en Á.
Soit a > d/2 ≠ q + 6. Il existe Á

0

> 0, M Ø 0 et R Ø 0 tels
que pour tout Á œ [0, Á

0

], BÁ ≠ a est hypodissipatif dans Xi ,
i = ≠1, 0, 1 avec a qui ne dépend pas de Á.

Exemple de calculs dans L2(m) :

BÁf =
1
Á2

(kÁ ú f ≠ f ) + div(xf ) ≠ M ‰R (kÁ ú f )

=

3
1
Á2

≠ M
4
(kÁ ú f ≠ f ) + M ‰c

R (kÁ ú f ≠ f ) + div(xf ) ≠ M ‰R f .

Isabelle Tristani Equations cinétiques 20 / 47



Vérification de (A2) - II

Estimation de
s
Rd (BÁf ) f m2 :

⁄

Rd
(BÁf ) f m2 =

3
1
Á2

≠ M
4 ⁄

Rd
(kÁ ú f ≠ f ) f m2

+

⁄

Rd
M ‰c

R (kÁ ú f ≠ f ) f m2

+

⁄

Rd
div(xf ) f m2 ≠

⁄

Rd
M ‰R f 2 m2

=: T
1

+ T
2

+ T
3

+ T
4

.

On a les estimations suivantes :

T
1

Æ terme négatif + C
⁄

Rd
f 2(x)m2(x) 1

ÈxÍ2

dx

T
2

Æ M CR ŸÁ

⁄

Rd
f 2 m2, ŸÁ ≠≠≠æ

Áæ0

0

T
3

+ T
4

=

⁄

Rd
f 2(x)m2(x)

3
d
2 ≠ q |x |2

ÈxÍ2

≠ M ‰R(x)
4

dx
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Vérification de (A2) - III

On obtient :
⁄

Rd
(BÁf ) f m2

Æ
⁄

Rd
f 2 m2

1
C ÈxÍ≠2 +

d
2 ≠ q |x |2

ÈxÍ2

+ M CR ŸÁ

¸ ˚˙ ˝
≠≠≠≠≠≠≠≠æ

Áæ0,|x|æŒ
d/2≠q<0

≠M ‰R
2

Pour a > d/2 ≠ q, on peut donc trouver M, R et Á
0

tels que pour
tout Á œ (0, Á

0

], ⁄

Rd
(BÁ ≠ a)f f m2 Æ 0.

Òæ (A2) est réalisée.
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Vérification de (A3) - I

On montre qu’il existe n œ N tel que :
⁄ Œ

0

Î (AÁSBÁ)
(ún)(t)ÎL2(m)æH1(m) e≠at dt Æ Ca.

On considère ft solution de

ˆt ft = BÁft , f
0

= f .

On a, si Á
0

> 0 est assez petit, pour tout Á œ (0, Á
0

] :

1
2

d
dt ÎftÎ2

L2(m) =

⁄

Rd
(BÁft) ft m2

Æ ≠ 1
4Á2

⁄

Rd ◊Rd
(ft(y) ≠ ft(x))2 kÁ(x ≠ y) dy dx

¸ ˚˙ ˝
gain de régularité

+a ÎftÎ2

L2(m)
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Vérification de (A3) - II

De plus, on peut montrer que :

ÎkÁ úx f Î2

Ḣ1

Æ K
Á2

⁄

Rd ◊Rd
(f (y) ≠ f (x))2 kÁ(x ≠ y) dy dx .

On en déduit que :
⁄ t

0

ÎkÁ úx fsÎ2

Ḣ1

e≠2as ds Æ ≠ 1
2a Îf Î2

L2(m), ’ t Ø 0,

puis que
⁄ Œ

0

ÎAÁSBÁ(s)f ÎH1(m) e≠as/2 ds Æ C Îf ÎL2(m).

Òæ (A3) est réalisée.
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Vérification de (A4)

On montre que :

ÎAÁ ≠ A
0

ÎB(Xi ,Xi≠1

) ≠≠≠æ
Áæ0

0 et Î⇤Á ≠ ⇤
0

ÎB(Xi ,Xi≠1

) ≠≠≠æ
Áæ0

0.

On a :

AÁf ≠ A
0

f = M ‰R(kÁ ú f ≠ f ) et ⇤Á ≠ ⇤
0

= DÁ ≠ �.

Développement de Taylor pour traiter DÁ ≠ �.

Òæ (A4) est réalisée.
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Conclusion - I

En appliquant le théorème de perturbation, on obtient
l’existence de a < 0 et Á

0

> 0 tels que pour tout Á œ [0, Á
0

],
pour tout f œ X

0

= H3(ÈxÍq) :

ÎS⇤Á(t)f ≠ ⇧⇤Á,0S⇤Á(t)f ÎX
0

Æ C eat Îf ≠ ⇧⇤Á,0f ÎX
0

, ’ t Ø 0

Théorie de Krein-Rutman : il existe un unique état d’équilibre
GÁ de masse 1 tel que ⇤ÁGÁ = 0 et ⇧⇤Á,0f = GÁÈf Í. On en
déduit le résultat :

ÎS⇤Á(t)f ≠ Èf Í GÁÎX
0

Æ C eatÎf ≠ Èf Í GÁÎX
0

, ’ t Ø 0.

Òæ Peut-on utiliser un argument d’élargissement pour étendre ce
résultat à l’espace L1(ÈxÍq) ?
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Théorème d’élargissement
E et E sont deux espaces de Banach tels que E µ E
L œ C (E ) et L œ C (E) tels que L|E = L
L = A + B et L = A + B avec A|E = A et B|E = B.
On suppose qu’il existe a œ R, n œ N tels que

(H1) Localisation du spectre de L :
⌃(L) fl �a = {0} µ ⌃d(L)

et L ≠ a est dissipatif sur R(Id ≠ ⇧L,0).
(H2) Dissipativité de B et caractère borné de A :

(B ≠ a) est hypodissipatif dans E et A œ B(E), A œ B(E ).
(H3) Propriétés régularisantes de Tn(t) := (ASB(t))(ún) :

⁄ Œ

0

ÎTn(t)ÎB(E,E) e≠at dt Æ Ca,n.

Théorème (Gualdani-Mischler-Mouhot)

Pour tout aÕ > a, on a l’estimation suivante :

’ t Ø 0,
...SL(t) ≠ SL(t)⇧L,0

...
B(E)

Æ CaÕ eaÕt .
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Utilisation du théorème d’élargissement

On applique le théorème avec E = H3(m) et E = L1(m). On utilise
le même découpage.

(H1) est réalisée grâce au résultat précédent.
On montre que (H2) est vérifiée de la même manière
que (A2) l’est.
Pour (H3), on procède par dualité. On montre que pour
tout s œ N (en particulier pour s > d/2), il existe n œ N tel
que

(Aú
ÁSBú

Á
(t))(ún) : L2 æ Hs

et donc
(SBÁ(t)AÁ)

(ún) : H≠s æ L2.

On utilise ensuite l’injection de Sobolev L1 Òæ H≠s pour
s > d/2 pour conclure que

(AÁSBÁ(t))(ú(n+1)) : L1 æ L2.
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Conclusion - II

Théorème (Mischler-T.)
Il existe Á

0

œ (0, 2), a < 0 et C Ø 1 tels que :
’ t Ø 0, ’ Á œ [0, Á

0

], ’ f œ X :

ÎS⇤Á(t)f ≠ GÁÈf ÍÎX Æ C eat Îf ≠ GÁÈf ÍÎX

où X = L1(ÈxÍq), q > d/2 + 6 , S⇤Á(t) = e⇤Át est le semi-groupe
associé au générateur ⇤Á et GÁ l’unique équilibre de l’équation de
masse 1.
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Equation de Boltzmann sans cut-o� pour des potentiels durs

ˆt f (t, v) = Q(f , f )(t, v), v œ R3, t Ø 0.

Opérateur de collision de Boltzmann :

Q(g , f ) :=
⁄

R3◊S2

B(v≠vú, ‡)
#
g(v Õ

ú)f (v Õ) ≠ g(vú)f (v)
$

d‡ dvú.

Particules qui interagissent selon un potentiel répulsif de la
forme „(r) = r≠(p≠1), p > 5 ¡ potentiels durs.
B(v ≠ vú, ‡) = C |v ≠ vú|“ b(cos ◊) non intégrable sur S2 avec

“ =
p ≠ 5
p ≠ 1 > 0 et sin ◊ b(cos ◊) ¥ ◊≠1≠2s

¸ ˚˙ ˝
singularité en 0 non intégrable

, s =
1

p ≠ 1 .

µ(v) = (2fi)≠3/2e≠|v |2/2 unique équilibre de masse 1, moment
nul et énergie 3.
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Théorème (T.)
Soit f

0

Ø 0 d’entropie finie et satisfaisant
⁄

R3

f
0

(v) dv = 1,
⁄

R3

f
0

(v) v dv = 0,
⁄

R3

f
0

(v) |v |2 dv = 3,

alors si ft est une solution “lisse” associée à la donnée initiale f
0

, il
existe des constantes ⁄ > 0 et C > 0 telles que

’ t Ø 0, Îft ≠ µÎL1

Æ C e≠⁄ t

où µ est l’équilibre de l’équation de même masse, quantité de
mouvement et énergie que f

0

.

Òæ Amélioration du taux polynomial de convergence de Villani 2003.
Òæ Amélioration du résultat de Mouhot 2006 (cas cut-o�).
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L’équation linéarisée

Linéarisation autour de l’équilibre : f = µ + h

ˆth = Q(µ, h) + Q(h, µ)
¸ ˚˙ ˝

Lh

+ Q(h, h).

Òæ Peut-on utiliser l’argument d’élargissement avec L ?

Séparation des collisions rasantes et non rasantes :

L = L”¸˚˙˝
◊Æ”

+ Lc
”¸˚˙˝

◊Ø”

.

Découpage de la partie cut-o� :

Lc
” = Ac

”,Á¸˚˙˝
régulier

+Bc
”,Á¸˚˙˝

petit

≠ ‹”¸˚˙˝
dissipatif

Ac
”,Á(h) :=

s
R3◊S2

⇥Á[µÕ
ú hÕ + µÕ hÕ

ú ≠ µ hú] bc
”(cos ◊)|v ≠ vú|“ d‡ dvú

Bc
”,Á(h) :=

s
R3◊S2

(1 ≠⇥Á)[µÕ
ú hÕ + µÕ hÕ

ú ≠ µ hú] bc
”(cos ◊)|v ≠ vú|“ d‡ dvú

‹”(v) =
s
R3◊S2

µú bc
”(cos ◊)|v ≠ vú|“ d‡ dvú Ø K”ÈvÍ“ , K” ≠≠≠æ

”æ0

+Œ.
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Résultat principal sur l’opérateur linéarisé

Utilisation du théorème d’élargissement avec
E = L2(µ≠1/2) et E = L1(ÈvÍk)

A := Ac
”,Á et B := L” + Bc

”,Á ≠ ‹”.

Théorème (T.)
Soit k > 2. Il existe ⁄

0

> 0 tel que pour tout ⁄ œ (0, ⁄
0

), il existe
C⁄ > 0 tel que pour tout h œ L1(ÈvÍk), on a :

’ t Ø 0, ÎSL(t)h ≠ ⇧L,0hÎL1(ÈvÍk) Æ C⁄ e≠⁄tÎh ≠ ⇧L,0hÎL1(ÈvÍk).

Òæ Théorie de Cauchy pour l’équation non linéaire dans un espace
L1 à poids polynomial.
Òæ Ce théorème nous permet de relier les théories linéarisée et non
linéaire.
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Retour vers le problème non linéaire

Perturbation d’une solution ft autour de l’équilibre : ft = µ + ht ,
⇧L,0ht = 0. ht vérifie

ˆtht = Lht + Q(ht , ht).

On veut montrer que ht converge vers 0 avec un taux exponentiel.
Stratégie de la preuve :

Utiliser la convergence polynomiale pour les temps petits.
Une fois que ft entre dans un voisinage de stabilité de µ, la
partie linéaire est dominante, inéquation di�érentielle de la
forme

d
dt ut Æ ≠ut + u2

t où ut = ÎhtÎ.

Utiliser la convergence exponentielle vers l’équilibre obtenue
dans L1(ÈvÍk) pour la partie linéaire.
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Théorème (T.)
Soit f

0

Ø 0 d’entropie finie et satisfaisant
⁄

R3

f
0

(v) dv = 1,
⁄

R3

f
0

(v) v dv = 0,
⁄

R3

f
0

(v) |v |2 dv = 3,

alors si ft est une solution “lisse” associée à la donnée initiale f
0

, il
existe des constantes ⁄ > 0 et C > 0 telles que

’ t Ø 0, Îft ≠ µÎL1

Æ C e≠⁄ t

où µ est l’équilibre de l’équation de même masse, quantité de
mouvement et énergie que f

0

.
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Perspectives

Equation étudiée

Résultat principal et idée de la preuve

Equation de Boltzmann inélastique pour des sphères dures :

ˆt f + v · Òx f = Q–(f , f ) + (1 ≠ –)�v f .

Q–(f , f ) opérateur de collision avec coe�cient d’inélasticité
– œ [0, 1) (– = 1 ¡ collisions élastiques)
Conservation de la quantité de mouvement mais pas de
l’énergie :

v + vú = v Õ + v Õ
ú et |v Õ|2 + |v Õ

ú|2 ≠ |v |2 ≠ |vú|2 < 0.

Òæ Pas de théorème H.
Òæ Pas de théorie à la DiPerna-Lions.
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Théorème (T.)

Soit X
0

:= W 2,1
v W s,1

x
1
ÈvÍeaÈvÍ—

2
avec a > 0 et — œ (0, 1). Pour –

assez proche de 1, il existe Á > 0 tel que pour toute donnée initiale
fin œ X

0

vérifiant
Îfin ≠ G–ÎX

0

Æ Á,

où G– est l’équilibre de l’équation de même masse et moment que
fin, il existe une solution globale unique f œ LŒ

t (X
0

). De plus, il
existe ⁄– > 0 tel que

’ t Ø 0, Îf (t) ≠ G–ÎX
0

Æ Ce≠⁄–tÎfin ≠ G–ÎX
0

, C Ø 1.

Òæ Extension possible au cas des solutions faiblement non homogènes.
Òæ Premier résultat d’existence dans un "régime collisionnel".
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Equilibres de l’équation

Equation stationnaire :
Q–(f , f ) + (1 ≠ –)�v f = 0.

Existence d’états stationnaires pour tout – œ (0, 1).
Unicité d’états stationnaires de masse et quantité de
mouvement fixés pour – assez proche de 1 æ G– unique
équilibre de masse 1 et de moment nul pour – œ [–ú, 1].
Les états stationnaires G–, – < 1 satisfont

G–(v) ¥ e≠|v |3/2

∆ s
R3

G–e|v |2 = Œ, G– /œ L1(e|·|2).
Òæ On ne peut pas envisager un argument perturbatif autour

de l’élastique dans des espaces de type L2(µ≠1/2).
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L’équation linéarisée

Linéarisation autour de l’équilibre : f = G– + h
ˆth = Q–(G–, h) + Q–(h, G–) + (1 ≠ –)�v h ≠ v · Òxh

¸ ˚˙ ˝
Q̂–(h)+(1≠–)�v h≠v ·Òx h=:L–h

+ Q(h, h).

Òæ Peut-on utiliser l’argument perturbatif avec L– ?

Introduire la di�érence entre inélastique et élastique Q̂– ≠ Q̂
1

:
L– = Q̂– ≠ Q̂

1¸ ˚˙ ˝
petit

+Q̂
1

+ (1 ≠ –)�v¸ ˚˙ ˝
petit+dissipatif

≠v · Òx¸ ˚˙ ˝
dissipatif

Décomposition de la partie élastique Q̂
1

:
Q̂

1

= Q̂+,ú
1,S¸ ˚˙ ˝

régulier

+ Q̂+,ú
1,R¸ ˚˙ ˝

petit

≠‹¸˚˙˝
dissipatif

Q̂+,ú
1,S (h) :=

s
R3◊S2

⇥”[µ
Õ
ú hÕ + µÕ hÕ

ú ≠ µ hú] |v ≠ vú| d‡ dvú

Q̂+,ú
1,R (h) :=

s
R3◊S2

(1 ≠ ⇥”)[µ
Õ
ú hÕ + µÕ hÕ

ú ≠ µ hú] |v ≠ vú| d‡ dvú

‹(v) =
s
R3◊S2

µú |v ≠ vú| d‡ dvú ¥ ÈvÍ.
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Utilisation du théorème perturbatif

Espaces considérés : a > 0 et — œ (0, 1)
Y
____]

____[

X
1

:= W s+1,1
x W 4,1

v
1
ÈvÍ2eaÈvÍ—

2

X
0

:= W s,1
x W 2,1

v
1
ÈvÍeaÈvÍ—

2

X≠1

:= W s≠1,1
x L1

v
1
eaÈvÍ—

2

Découpage :
A– := Q̂+,ú

1,S

et

B– := Q̂+,ú
1,R + Q̂– ≠ Q̂

1

+ (1 ≠ –)�v ≠ ‹ ≠ v · Òx .
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Résultat principal sur l’opérateur linéarisé

Théorème (T.)
Il existe –

0

œ [0, 1) et ⁄
0

> 0 tel que pour tout – œ [–
0

, 1], L–

satisfait dans X
0

les propriétés suivantes :
(i) ⌃(L–) fl �≠⁄

0

= {µ–, 0} avec µ– œ R. 0 et une v.p. de
dimension 4 et µ– est une v.p. de dimension 1.

(ii) µ– satisfait l’estimation suivante :

µ– = ≠C(1 ≠ –) + O
1
(1 ≠ –)2

2
, C > 0.

(iii) Le semi-groupe généré par L– a la propriété de décroissance
suivante pour tout ⁄ ”= ≠µ–, ⁄ œ (0, ⁄

0

):

ÎSL–(t)≠SL–(t)⇧L–,0≠SL–(t)⇧L–,µ–ÎB(X
0

) Æ Ce≠⁄t , C > 0.
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Résultat principal

Théorème (T.)
Il existe –

0

œ [0, 1) tel que pour tout – œ [–
0

, 1], il existe Á > 0 tel
que pour toute donnée initiale fin œ E

0

vérifiant

Îfin ≠ G–ÎE
0

Æ Á,

et fin de même masse et moment que G–, il existe une solution
globale unique f œ LŒ

t (E
0

). De plus, cette solution satisfait pour
tout ⁄ œ (0, ≠µ–)

’ t Ø 0, Îf (t) ≠ G–ÎE
0

Æ Ce≠⁄tÎfin ≠ G–ÎE
0

, C Ø 1.
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Perspectives

Fokker-Planck discret (k(x) = 1/2(”
1

+ ”≠1

)).
Passage “uniforme” de Boltzmann à Landau.
Limite hydrodynamique pour l’équation de Boltzmann
inélastique.
Etude de l’équation de Boltzmann sans troncature angulaire
homogène en espace pour des potentiels mous.
Etude de l’équation de Boltzmann sans troncature angulaire
non homogène en espace.
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Merci pour votre attention !
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