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Analyse fonctionnelle approfondie

EXAMEN DU LUNDI 14 JANVIER 2019.
DUREE 2H.

Les appareils électroniques et les documents sont interdits. Les solutions devront étre rédigées de maniere
rigoureuse. Lorsque des résultats du cours seront invoqués, ils devront étre clairement énoncés.

Dans tout le partiel, on pourra admettre le résultat d’'une question pour traiter les questions suivantes
et la difficulté des questions n’est pas forcément croissante.

Exercice 1. Dans cet exercice, on note I = [0, 1] et on considere des réels a, b tels que 0 < a < b < 1.
On considere une fonction f € L2(I) \ {0}. On définit la fonctionnelle J sur H'(I) par

J(v) = ;/Ol(v’(t))2dt+; (/abv(t) dt>2 n /01 F(t(tydt, Yo e HY(I).
On s’intéresse au probléeme de calcul des variations suivant :
min{.J(v),v € H'(I),v(0) = 0}. (P)
1. Montrer que la fonctionnelle J est bien définie sur H'(I) et que inf{J(v),v € H'(I),v(0) = 0} < 0.

ia /abv(t)dt‘.

lollz2y < Wo'llz2en + 5—

2. (a) Montrer que pour tout v € H*(I), on a :

Pour cela, on pourra utiliser le fait que tout élément v de H'(I) posséde un représentant
continu (noté encore v) qui vérifie

v(t) —v(s) = / V(1) dr, Y (t,s)€I?

et intégrer cette relation en s entre a et b.

(b) En déduire qu'il existe une constante C' > 0 telle que

2
;/Ol(v’(t))2dt+; (/abv(t) dt> > Cllvll} gy, Ve HYI).
Puis montrer qu’il existe une constante C’ > 0 telle que
J(v) = CHU”%{l(I) —C'ollggy, Vo€ HY (1)
ol la constante C' est la méme que dans I'inégalité précédente.

3. On consideére une suite minimisante (uy,)nen du probleme (P).



(a) Montrer qu’il existe N € N tel que :
Cllunl iy = C'lunll iy =1 <0, ¥n>N.

(b) Montrer qu’il existe u € H*(I) solution du probleme (P).

Solution.

1. La fonctionnelle J est bien définie sur H'(I) car siv € H*(I), on av € L*(I) etv' € L*(I). Donc
le premier terme est bien défini et les deux suivants le sont grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz
puisque 0 < a <b<1:

(/abv(t) dt) < (b—a) /ab(v(t))th < ||v\|%2(1) ‘/ f(t) dt‘ <Ifll2pllvll 2

De plus la fonction nulle appartient ¢ {v € HY(I),v(0) = 0} et J(0) = 0. On en déduit
que inf{J(v),v € HY(I),v(0) = 0} < 0.

2

2. (a) On utilise l'indication de I’énoncé. Soit v € HY(I). En considérant un représentant continu
de v encore noté v, on a d’aprés le cours pour tout (s,t) € I?, v(t) — v(s) = fst v'(T)dr. En
intégrant cette relation en s € la,b[, on obtient ( en utilisant Cauchy-Schwarz) :

v(t)(ba)/ _/:/01|v’(7)|d7d5

< / Hv’uLzm ds = (b— a)[[v'|l 2.

T)drds

D’ou pour toutt € I, on a :

1
b—a

()| <

1 b
+m /a v(s)ds

On en déduit facilement la majoration voulue puisque [[v|[r2(ry < ||v]|Loo(r)-

- < 'l g2y +

/abv(s)ds .

b
v(t)(b—a)—/ o(s)ds

(b) La question précédente implique que

2

5 b
1011227y < 201072y + b—a? </ U(S)d5> :

;/ t))2dt + - </: ()dt)2
>

(b)

D’ou

b—a)?
T T

oo
a(30-0- a>2>, =) Wl = Clloliang,

d’ot la conclusion souhaitée puisqu’on a 0 < (b — a)?> < 1. Puis, on a par linégalité de
Cauchy-Schwarz

1
5”” HL2(1) 0

v

J(0) = CllvllFn gy = 12 loll2 s

ce qui donne le résultat voulu en posant C" = ||f|r2(;y- Notons que les constantes C' et C'
sont bien indépendantes de v € H(I).



3. (a)

(b)

Par définition, la suite (J(un))nen tend vers inf{J(v),v € H(I),v(0) = 0} < 0. Donc a
partir d’un certain rang, on aura J(u,) < 1 d’ou d’aprés la question précédente, a partir d’un
certain rang, C”“ﬂ”%[l(]) = C'lupll gy =1 <0.

La fonction ¢ : x € R + Cx? — C'z — 1 tend vers +oo lorsque |x| — +oo donc la
suite (||unllg(r))nen est bornée puisque d’apres la question précédente, ¢(||unllginy) < 0
pour tout n > N.

D’apres le cours, on en déduit qu’il existe une sous-suite (Upy(n))nen €t un élément u € H(I)
tels que (Uy(n))nen converge uniformément vers u sur [0,1] et (U;(n))neN converge faiblement
vers @ dans L*(I). La convergence uniforme implique que w(0) = 0 ce qui implique que
inf{J(v),v € H'(I),v(0) = 0} < J(u). D’autre part, le fait que (U;(n))neN converge faible-

/

ment vers 4’ implique que liminf, 4 ||u/ )2 ||11’H%2 I) La convergence uniforme de

2
eo(n H
(Ug(n))nen vers u sur [0, 1] implique que fa Uy, )( ds — f s)ds lorsque n — 400 puisque

b
/ (t gy (5) — (5)) ds| < [ty — ull ooy (b — a).

La convergence uniforme implique de la méme maniére que fol f(8)ugmy(s)ds — fo s)u(s)ds.
Ainsi, on en déduit que inf{.J(v),v € H'(I),v(0) = 0} = liminf, o0 J(ugm)) > J(u) puis
on conclut que inf{J(v),v € H'(I),v(0) = 0} = J(u).

Exercice 2. Soit K : [0,1]> - R U {00} une application mesurable telle que

C(K):max(sup / | K (z,y)| dy, sup/|ny)|dx)<+oo

z€0,1 ye[0,1]

Dans tout 'exercice, on note L? = L2([0,1]). On définit une application Tk : L? — L? par

/ny y)dy, Y el0,1].

1. Montrer que Tk est bien définie et que Tk est une application linéaire continue de L? dans L? de
norme d’opérateur inférieure ou égale a C(K).

Pour cela, on pourra écrire que |K(z,y)| = |K(:c,y)|%|K(x,y)|%

2. Dans cette question, on suppose que K : [0,1]? — R est continue sur [0, 1]2.

(a) Montrer que pour f € L% Tk(f) € C([0,1],R).

(b) Montrer que Ty : L? — L? est un opérateur compact.

Pour cela, on pourra utiliser le théoréme d’Ascoli.

Les questions 3. et 4. peuvent étre traitées indépendamment 1’'une de I'autre.

3. Dans cette question, on considere a €]0, 1] et on pose K (z,y) = |z —y|~ pour tout (z,y) € [0, 1]?
tel que = # y et K(x,z) = +oo pour tout x € [0, 1].

(a) Montrer que K ainsi définie vérifie bien C'(K) < +o0.



(b) On pose pour tout n € N, K,, = inf(K,n). Montrer que les Tk, : L? — L? sont compacts.

(¢) Montrer que pour tout 7 > 1, on a

2
C(K—-K,) < 1 noa .

-«
(d) En déduire que I'opérateur Tk : L? — L? est aussi compact.
4. Dans cette question, on pose K (z,y) = e**¥ pour tout (z,y) € [0,1]2.

(a) Déterminer le spectre et les valeurs propres de Tk .

(b) Expliquer comment construire une base hilbertienne de L? & partir des vecteurs propres de Tl

Solution.

1. Soit f € L?. On a grdce a linégalité de Cauchy-Schwarz et par définition de C(K) :

2
1T (£)1172 s/ (/ IK(w,y)lélK(wvy)lé!f(y)ldy> dzx
z€(0,1] y€[0,1]

K(z,y)ld K(z,y)|f*(y)dy | d

S/ace[txl} </ye[0,1]| (=9)] y) </ye[0,1]| (z, 9 (v) y) T
CK K 2(y) dy da.

= )/ze[o,l] /yE[O,I]’ (@, 9)|f*(y) dy dz

Par Fubini-Tonelli, on obtient :

1Tk ()22 < C(K) / / K (2, y)| de £2(y) dy < C(K)?| £,
€[0,1] Jz€[0,1]

Y

d’ou le résultat voulu.

2. (a) C’est vrai d’aprés le théoréme de continuité sous le signe intégral.

(b) On considére (fn)nen une suite bornée de L?. Il existe M > 0 tel que pour tout n € N on
ait || fnllz < M.
Montrons qu’on peut extraire une sous-suite uniformément convergente de la suite (T (fn))neN
(qui est une suite de C([0,1],R) d’apreés la question précédente) grace au théoréme d’Ascoli.
L application K étant continue sur [0,1]% qui est compact, elle y est bornée donc il existe une
constante C'(K) > 0 telle que | K (z,y)| < C'(K) pour tout (x,y) € [0,1]%. Soit z € [0,1]. On
a donc pour tout n € N grace a linégalité de Cauchy-Schwarz :

1 1
Tie(fu) ()] < /0 K (2,9) | fu(y)| dy < C'(K) /0 Fulw)] dy < C'(K)| full = < C'(K)M

qui est bien borné indépendamment de n. Montrons maintenant que la suite (T (fn))nen
est équicontinue en tout point x de [0,1]. Soient donc x € [0,1] et € > 0. L’application K
est continue sur [0,1]? donc y est uniformément continue. Il existe donc n > 0 tel que pour



3. (a)

4.

(b)

(¢)

(d)

(a)

tout ' € [0,1] tel que |x — 2’| < n et pour tout y € [0,1], on ait |K(x,y) — K(2',y)| <e/M.
Ainsi, pour tout n € N et pour tout ' € [0,1] tel que |x — 2’| <n, on a :

1 € 1
Th)(e) = Tal)@) < [ 1K @) = K@l < 57 [ 1fuldy < e

grace a linégalité de Cauchy-Schwarz. D’ou l'équicontinuité. On peut donc appliquer le
théoréme d’Ascoli dans C([0,1],R) puisque [0,1] est compact et R est complet. Il existe
donc g € C([0,1],R) et (T (fy(n)))nen tels que (Tk (fyn)))nen converge uniformément vers g
sur [0, 1].

On peut alors conclure en montrant que la convergence uniforme implique la convergence en
norme L? puisque HTK(fip(n)) - gHL2 < ||TK(f<p(n)) - g”Loo‘

On a pour tout y € [0,1] :

1 1 1—y 1
/ ]K(:E,y)d:c:/ |:c—y|_adac:/ |x| 7% dx < / |z|~ % dz < 00
0 0 —y —1

car o < 1. Par symétrie, on obtient C'(K) < +00.

On remarque que pour tout n, les noyauz K, sont continus sur [0,1]%. En effet, les K,, sont
clairement continus sur [0,1)2\ {(x,z),z € [0,1]} comme inf de deux fonctions continues.
Soit maintenant x € [0,1]. Montrons que K, est continu en (x,x). Soit (g, yr)ken une
suite de [0,1]? qui tend vers (x,z). Alors pour k assez grand, on aura |ry — yp|=® > n i.e.
pour k assez grand, K, (zk,yr) = Kn(z,z) d’ot la continuité de K, en (x,z). On peut donc
appliquer la question 2 qui implique que les opérateurs Tk, sont compacts.

On a pour tout y € [0,1] :
1 1
| 1K) = Kalelde = [ 1 yesnla =y = n)da

1 1—y 1
< /0 Ligy-onnlr —y| " dz = / ]l|x\<n‘é |z| " dx < /1 ]l|:c|<n_é |x| ™ dx.
—y < _ <

Par parité, on obtient alors le résultat voulu :

dzx B 2n7177a

Q=

[ 1K) - Kaalar <2 [

el l—a

OnaTlx —Tk, =Tk _k,. Donc en norme d’opérateur, on a d’aprés la question 1 :

l1—a
2n" o
ITre = Tre, ll g2y < C(K = Kn) < 0

- 1l—-a notoo

puisque 0 < o < 1. Ainsi, Tk est limite d’opérateurs compacts et d’aprés le cours, 'ensemble
des opérateurs compacts est un sous-espace vectoriel fermé de L(L?) donc Ty est lui-méme
compact.

D’apreés la question 2, l'opérateur Tk est compact puisque le noyau K est continu. D’autre
part, il est clairement auto-adjoint puisque K est symétrique en x et y. Donc d’aprés le cours,
ona0€o(Tk) et si\e€o(Tk)\{0}, alors \ € VP(Tk).



Supposons que \ # 0 soit valeur propre de Tk, alors il existe f € L?\ {0} telle que

1
& /0 V1 (y) dy = A (x).

Donc f est de la forme f(x) = Ce® avec C' # 0. En multipliant cette relation par e* et en
intégrant entre 0 et 1, on obtient A\ = fol e? dy = (e? — 1)/2. Réciproquement, on vérifie que
A= fol e dy et f(x) = Ce® avec C # 0 sont tels que T (f) = \f. Ainsi, la seule valeur
propre non nulle de Tk est fol e?Y dy, son espace propre est de dimension 1 et est engendré
par la fonction exp.
Etudions maintenant le cas de la valeur spectrale 0. Soit f € L?\ {0}. On remarque qu’en
notant cy = fol f(y)eY dy, la fonction g définie par g(y) = f(y) — cre™ sur [0,1] est telle
que Tieg = 0. On en déduit que 0 est valeur propre de Tk et son espace propre est de
dimension infinie.
En conclusion, o(Tx) = VP(Tk) = {0, (e — 1)/2}.

(b) D’apreés le cours, pour construire une base hilbertienne, il suffit de choisir une base de Ker Tk
(ce qui est possible par séparabilité de L?) et une base de Ker(Tx — M) ot A = (e? — 1)/2.

Baréeme indicatif : FExercice 1 : 9 points, Exercice 2 : 11 points.



