Ecole Normale Supérieure Analyse des équations aux dérivées partielles 2016/2017

CORRIGE TD N°1.

Distributions et distributions tempérées

Exercice 1

1. a) L’ensemble U contient E et 0.
L’ensemble U est stable par intersection : si U;,Us € U, alors Uy NUs € U. En effet, pour tout

x € U NUs, puisque x € Uy et © € Uy, il existe r1,ro > 0 et i%, ...,z'?ln,z%, ...,iiz tels que :

{x' € EtqVk, pl-llc(ac -2’y <r} CU,
{2/ € E tq Vk, pii(x — ') <rg} CUs.

il i%,..,i2 }, ona:

_ . . . _ .1
Alors, en posant © = min(ry,72) et {j1, ..., jn} = {01, iy 97, 0s iy

{2 € EtqVk, pj(z—2')<r} U NUs.

De plus, 'union d’une famille de parties de U appartient encore & U : si les (U;);cr sont des éléments
de U, alors V = U;U; est aussi un élément de U. En effet, si z € V, il existe 7 tel que V € U;. 1l existe
donc r > 0 et 41, ...,4, dans I tels que :

{2/ € EtqVk, pj(z—2')<r}CcU; CV.

b) On va traiter seulement le cas de 1’addition. Celui de la multiplication par un scalaire est similaire.
Soit U un ouvert de E. Soit A C E x E son antécédent par +. Montrons que A est ouvert.

Soit (z,y) € A. Il faut montrer qu’il existe A; et Ay des ouverts de E tels que (z,y) € A; X Ay C A.
Puisque x +y € U et U est ouvert, il existe r > 0 et iy, ...,7, dans I tels que :

(1) {ze EtqVk,pi(x+y—2)<r}cCU.

Posons Ay = {z € EtqVk, pi,(r—2) <r/2} et Ay ={z€ EtqVk, pi,(y—z) <r/2}. Les ensembles
A et Ag sont ouverts (cela se vérifie en utilisant I'inégalité triangulaire de p). De plus, (x,y) € Aj X As.
Enfin, A; x As C A puisque, si (z1,22) € A1 X Ay :

vk, pip(+y—(z21+22)) <plx—2z1)+ply—22) <r/2+7r/2=r7

donc, par , 21+ 2 €U.

c¢) Soient = et y deux éléments distincts de E. Montrons qu’il existe Uy, Us des ouverts disjoints tels
que x € Uy et y € Us.

Par hypotheése, il existe i € I tel que p;(x — y) # 0. Posons :

Ur ={z € E tq pi(z — 2) < pi(x — y)/2},
Uy ={z € E tq pi(y — 2) <pi(z —y)/2}.

Les ensembles U; et Us sont tous deux ouverts. Le premier contient = et 'autre y. Il faut montrer qu’ils
sont disjoints.

Size U NUs, alors pi(x —y) =pi(x — 2+ 2 —y) < pi(x — 2) + pi(z — y) < pi(x — y). Cest absurde.
Donc U; et Us sont disjoints.



d) Supposons d’abord que ¢ est continue. Alors ¢~*([0; 1[) est un ouvert de E contenant 0. En appliquant
la définition des ouverts donnée a la question a), pour le point x = 0, on obtient qu’il existe r > 0 et
i1, ...,1n € I tels que, pour tout z’ € E.

(Vk, pi (@) <7) = q@@) <l

Alors, pour tout z € E, q(z) < 2 sup;<r<,, iy, (2).
En effet, si A € RY vérifie Asup; <<, pi,, (z) < 7, la définition de r et des i; donne :

1
g(\z) < 1 — q(z) <
On en déduit :
. 1
q(x) < inf { tqA>0et A sup p;, (x) < 7”}
A 1<k<n

1
= inf{u tqu>0et — sup p; () < u}
T 1<k<n

1
=— sup p;(2).
T 1<k<n
Supposons maintenant ¢ < C'sup;<<, p;,, €t montrons que ¢ est continue. Soit A un ouvert de RT.

Montrons que ¢~ '(A) est ouvert.
Soit z € ¢71(A). Soit £ > 0 tel que RTN]g(x) — &; q(x) + e[C A. Posons r = ¢/C. Alors :

{2’ € EtqVk,pi(z—2)<r}={2" € EtqC sup p;(z—2') <e}
1<k<n
c{r € Etqqlx—2') <&}
C {2’ € E tq [g(x) — q(2)] < q(a — 2') <&}

c g l(A).

e) Si xr — X0, alors, pour toute semi-norme continue p, comme p est continue et comme la soustraction
est continue, p(xy — Too) — 0 lorsque k — +o0.

Réciproquement, supposons que, pour toute semi-norme continue p, p(xx) — p(xs) lorsque k — 400.
Soit U € U un ouvert contenant . Il faut montrer que xp € U pour tout k assez grand.

Soient r > 0 et i1,...,%, € I comme dans la définition de U (au point x = x,). Pour tout s < n et
pour tout k assez grand, p; (oo — x) < 7 (puisque p;, (T — ) — 0 quand k tend vers +00). Donc
x € U pour tout k assez grand.

2. a) Supposons d’abord la condition indiquée vérifiée et montrons que fi tend vers fu.

D’aprés la question 1.e), il suffit de montrer que, pour toute semi-norme continue p, p(fr — foo) — 0
lorsque k — +o00.

Pour tout 4, la semi-norme p est continue sur Dk, (ce n’est pas a priori évident puisqu’on n’a pas
montré que la topologie induite sur Dy, par la topologie de D coincidait avec celle engendrée par les
semi-normes (P, i, )men). En effet, d’aprés la question 1.d), elle est majorée par C'sup;<j<, p;, ou les
pi,, sont des éléments de P. Chaque p;, est continue sur Dg,, donc majorée sur Dy, (5 nouveau par



1.d)) par une semi-norme de la forme Cj, sup; < s<n;, Ps K- La semi-norme p initiale est donc également
majorée sur Dk, par une fonction de la forme C'sup;<,«y ps k,. Toujours d’aprés 1.d), p est donc
continue sur Dg;. o

Puisque les fi et fo appartiennent & un méme espace Dg,, puisque fp — fw dans Dg, et puisque
P|py, est continue, on a bien p(fr — foo) — 0.

Inversement, supposons maintenant que fr tend vers fo et montrons que la condition voulue est
vérifiée.

Montrons qu’il existe 7 tel que fi € Dk, pour tout k£ € N. Raisonnons par ’absurde. Quitte a extraire
une sous-suite, on peut supposer que, pour tout k, f ¢ Dk, -

Définissons :

kSUPxeRn—Kk‘f(x)

k>0 SUPgeRrr— K, | fe(z)]

vVfeD, p(f)=

Cette fonction est bien définie car, pour toute f € D, seul un nombre fini de termes dans la somme ne
sont pas nuls : si f € K; pour un certain j, alors sup,cgn_g, |f(z)| = 0 pour tout k£ > j. De plus, pour
tout k, sup,egpn_ g, |fr(z)] > 0, sinon cela signifie que fi est nulle sur R" — K}, et donc que fy € D, .
La fonction p est une semi-norme sur D (cela se vérifie en montrant que chaque terme de la somme
est une semi-norme). Sa restriction & chaque D, est majorée par Cjpg k, pour une certaine constante
C; > 0; la restriction est donc continue.

La semi-norme p appartient donc a la famille P ; elle est alors continue pour la topologie sur D définie
par P. Donc p(fx) = p(fs) lorsque k — +o0.

C’est absurde : pour tout k, p(fx) > ok SUPzeRn — K | ()]

supyern — ;. [J%(Z)]
convergente.
Il existe donc i tel que fy € Dk, pour tout k € N. Si on fixe j tel que f € Dk, alors fi € DK i gy
pour tout k € NU {oco}. La premiére partie de la condition est démontrée.
En fixant ¢ tel que dans la propriété a prouver, montrons que f; — f- dans Dg,. D’apreés la question
l.e), il suffit de montrer que, pour toute semi-norme continue p sur Dk, p(frx — foo) — 0. D’apreés la
question 1.d), il suffit de le montrer pour les semi-normes de la forme p,, i, avec m € N.
Pour tout m, ¢ : g — sup|q <, |lg%]|o est une semi-norme continue sur D (pour tout k, sa restriction a
Dk, vaut pp, i, donc est continue). Puisque f; — foo dans D, ¢(fr — foo) — 0. Donc pp, i, (ft — foo) =
a(fr — foo) = 0.
b) Supposons par 'absurde que la topologie de D est engendrée par une distance d.
Pour tout k € N*, fixons f; € D une fonction qui n’est pas a support dans K. La suite (27" fi)nen
tend vers 0 lorsque n — 400 (cela se vérifie a 1'aide de la question précédente). Il existe donc ny, tel
que d(27" f;,,0) < 27F,
La suite (27" fi)ren converge alors vers 0 au sens de la distance d. En revanche, elle ne vérifie par la
condition de la question précédente. C’est absurde.

= 2% donc (p(fi))ren n'est pas une suite

3. Soit T': D — R une forme linéaire. La fonction f — |T(f)| est une semi-norme. Si T' est une
distribution, c’est une semi-norme continue (comme composition de fonctions continues). Pour tout
compact K de R", sion fixe i € N tel que K C K, alors la restriction de |T'| & K; est continue. D’aprés
la question 1.d), il existe donc C' > 0 et n tel que :

V[ € Dkg,, IT(f)] <C sup prk,;(f) = Cpnk,(f)-
1<k<n



Si Supp(f) C K, pnk,(f) = pnx(f) donc :
VfeDtqSupp(f) C K, |T(f)| < Cpnx(f).

Réciproquement, supposons la condition vérifiée. D’aprés cette condition, |L| est une semi-norme conti-
nue sur tout D (d’apres la question 1.d)). C’est donc un élément de P. En utilisant ce fait, on peut
démontrer que T est continue de la méme fagon qu’a la question 1.d).

Exercice 2

1. a) C’est quasiment la méme démonstration qu’a la question 3. de I'exercice 1.
b) Pour toute f € D, posons T(f) = 3,28 f(k,0, ...,0).
Cette forme linéaire est bien définie sur D puisque, si f appartient & D, f est a support compact donc
seulement un nombre fini de termes de la somme sont non-nuls. Elle est de plus continue car elle vérifie
la propriété de la question 3. de ’exercice 1. C’est donc une distribution.
En revanche, elle ne se prolonge pas en une distribution tempérée. En effet, montrons qu’elle ne vérifie
pas la condition de la question a).
Soit g € D une fonction & support inclus dans Brn(0,1), telle que g(0) = 1. Alors, en notant gx : © —
g(x — (k,0,...,0)), on a :

VkeN  T(g)=2"

Pour tout (m,s) € N? et pour tout k € N :

Pms(gr) = sup (L4 |[z[]*)|[0%g(x = (k,0,...,0))]
z€R™ |a|<m
= sup (1 +lz[*)|0%g(z = (k,0, ..., 0))]
|z—(k,0,...,0)|<1,|a| <m
< sup (1+ (k+1)%)]0%(z — (k,0,...,0))]

|z (k0,...0)[<Ljal<m

=1+ (k+1)°) sup [0%(2)l
zERM |a|<m

Donc, quels que soient m,s € N,C > 0, |T(gz)| = 2~ > CPpm,s(gx) pour tout k assez grand. On n’a
donc pas :
IT| < Cpm,s-

2. a) On rappelle les égalités suivantes, valables pour toute fonction f € S et tout indice ¢ < mn :
F(0if)(€) =i&F (f)(E), Fxif) = i0i(F[).
Donc, pour toute f € S, tout k£ € N, tout multi-indice & € N™ et tout indice i < n, on a :
VeeR",  |zil*0%(Ff) (@) = " F (@ f)|(2)
= |F@F (= )|(=)-
En développant (par la formule de Leibniz) 8f(a:a f), on en déduit que, pour une certaine constante C' :

sup |z;]*10%(F f)(2)| < C sup [F(?0; f) ()| = C sup [ F(270; f)l|co-

zeR™ 2€R" s<k 1| <ol s<k,[1/<]al



Pour toute fonction g € S, || F(9)|loc < [lg]/1. De plus, ||g]l1 < Dpso(g) pour une certaine constante D
bien choisie et pour S tel que (1 + |lz||¥)~! est intégrable. Donc :

sup |z;|*|0%(Ff)(z)| < DC sup  pso(a?0f) < Cpsijak(f)-
xER™ s<k, || <]

Cela implique que, pour tout k et pour tout m, si on choisit bien la constante M > 0, on a :

VfeS, pk:,m(]:f) SMPS-i-m,k(f)'

Concluons. Si C > 0 et m, k € N sont tels que :

alors, pour toute f € S :
|FT(f)| < Cpmi(Ff) < Mpsirkm(f)-

Donc, d’aprés la question 1.a), FT est une distribution tempérée.

b) Pour toute f € S, Foo(f) = (Ff)(0) = Jgn f(x)dz.

La transformée de Fourier du dirac en 0 est donc la distribution 77 : f — [o, f(2)dz.
c¢) Pour toute f € S :

FI)= | aFf= [ FFa=Trf)
donc .FTg = T]:(g).

Espaces de Sobolev

Exercice 3

1. Puisque & est C* et a support compact, il suffit de montrer que f x n; est de classe C*.

Par I'inégalité de Holder, puisque f est dans LP, la restriction de f (eTu donc de f) a tout ouvert borné
est L'. Comme 7, est a support compact, cela entraine qu’au voisinage de chaque point, f % s’écrit
comme la convolution d’une fonction de L et d’une fonction C*° & support compact. De telles fonctions
sont C* (c’est une conséquence du théoréme de convergence dominée).

2. Par le théoréme de convergence dominée, la dérivée a-iéme de fxny est f* 77](;1) .

Pour tout x € w :
frn (@) = [ H@n @ =t

_ / PO (@ — tydt
Q

(a)

ol la deuxiéme égalité est vraie seulement pour k assez grand : il faut que le support de 1, ’(z — .)
soit inclus dans 2. Puisqu’au sens des distributions, f est a-fois dérivable, on a, pour tout € w :

Frn® (@) = /Q FO@mi(a — t)dt = £ xmy ().

Lorsque k est assez grand, puisque w est borné, x; vaut 1 sur un voisinage de w donc, sur w, f,ga) =

(f )@ = f@) .



3. D’aprés Iénoncé, on admet que f(® x 1, converge dans LP vers f(® lorsque k tend vers Uinfini. Sur

w, la premiére fonction coincide avec flg‘og pour k assez grand ; cela donne le résultat.

Exercice 4

l.a)On a:
||u*||£:/ |u(x1,...,xn)pd:1:+/ |u(=z1, ..., zn)|Pdx
x1>0 x1<0
—9 / () [Pda
Q
= 2[|ull3.
Donc |jus, = 2'/P||ul|,. Le raisonnement qui précéde s’applique & p # 4o0o mais le résultat est

également valable pour p = 400.
On va maintenant montrer que v a des dérivées partielles dans LP, qui sont, sii =1 :

Oiu(T1, T2, ..., Tp) sixy >0
Oits (1, ooy xy) = ¢ 0 siz; =0
—Oiu(—x1,x2, ... xy) siz) <0
et,sii#1:
Ou(1, T2, ...y Tp) siz; >0
Oitty (L1, .oy xy) =< 0 siz; =0
Ou(—x1, T2, ..., Tn) stz <O0.
Cela impliquera que, pour tout i, ||Qjus ||, = 2V/P(|du -
Soit ¢ une fonction quelconque a support compact. On va calculer fR" U 0; .
Soit x : R — R une fonction paire, de classe C* qui vaut 1 sur [—1;1] et 0 en dehors de [—2;2]. Pour
tout k£ € N, on pose, pour tout 2 € R™, yx(z) = x(2*x1). La fonction x}, ainsi définie est C> a support
dans [—217F; 217K] x RP—L,
On a :
[ o= [ waion - +ow)

R

= / (A1 — x1)) + / u (9ip) Xk + /Rn us@(0ixk)

Puisque | [, s (9i) x1| < flmll<21—k |u4(0;0)| et puisque u*(0;¢) est L', ce terme tend vers 0 lorsque
k tend vers +o0. a
Pour i # 1, O;jxx = 0 donc [, u«¢(dixx) = 0. Pour i =1 :

/ wed(Oixs) = / U@ ) O ) 001,
+/ Ou(—xl,...,xn)qﬁ(xl,...,:vn)(—61Xk)(—x1,...,xn)dx
1<

:/I >0U(x1,...,xn)31(Xk)(:C1,...,:Cn)(<]5(x1,...,xn)—¢(_3¢1,.'_7$n))d$



Donc :

/ wd (D)
Rn
< 2/|016]/oc / (21, e ) 181 00) (21 s )] 2] L) (@)

x1>0

< 221016l | (@1, 1] Tsupp(o (@)t
O<z1<21—F

< 225016 |ool¥ lloc / (1, e )| 217 Ly (@)

O<zy<2i—Fk

= 411218lloox lloc / (1, e 20) Lsapp(e (2)d

O<z1<2l—F
k—+o00
—

0
Donc, pour tout 4, [p, u0i¢ = [pn ux0i(d(1 — x1)) + o(1). De plus :

/n w0 (d(1 — xx)) = / » (w1, oy 20) 05 (A1 — X)) (@1, oo, T ) da
" /331<0 u(=1, s )0 (H(1 = X&) (@1, oo T )i
= / g W1, ey T )0i(P(1 — Xxi)) (21, .0y Ty )d

+/ u(xlv7xn)al(gk)(xl77xn)dx
x1>0

ot gr(x1, .oy n) = (¢(1 — xk)) (=21, .yxp) sii # 1 et gr(x1,...;xn) = —(d(1 — xx)) (=21, ...

i=1.
Puisque ¢(1 — xx) et gx sont C* a support compact inclus dans € :

/n u i (d(1 — xx)) = / . Ou(zy, ...; ) p(1 = Xk ) (21, .., Tn)d
+/ Qu(T1, ey Tn) g (— 21, oory Tp)dx
x1>0
= / azu($17amn)¢(1 —Xk)(l'l,,l'n)dx
x1>0

—I—/ gi0iu(—xy, ..., ) (1 — xx) (1, ..., Ty )dx
r1<0

avece; =1sii#£leteg;, =—1sii=1.
En définissant 0;u, comme annoncé plus haut, on a ainsi :

/n w0y (P(1 — x1)) = /n O — [ Ojusdxi

Rn

= diux¢ + o(1)
R’ﬂ

< [ s ) 00, ) 01, 20) = (1, 2)
x1>0



Pour résumer, lorsque k — 00, f]Rn UxO;p = f]Rn diuxp+0(1). Donc fRn UxO;p = f]Rn O;ux¢. On a bien
démontré ce qui était annonceé.
b) L’application u — wu, convient.

2. Pour toute fonction v € WP (Q), on définit v, comme précédemment et v, par :

(X1, T2, ..oy Tp) siz; >0
Vu(1, ooy p) =< 0 siz; =0
1}(—%1‘1,1'2, vy Tp)  sixp <O

Le méme raisonnement qu’a la question précédente montre que 9, est dans W1HP(R™) et que ses dérivées
partielles valent :
Oiv(x1, X2, ..y Ty siz;y >0
0is (21, cccyxn) = ¢ 0 siz; =0

1 1 -
—50iv(—571,T2,...,2,) siz1 <0

sit=1et,sii#1:

0iv(x1,x2, .y Tn) siz;y >0
0iUx (1, .y xpn) =< 0 siz; =0
O(—Lwy, 29, ...,2,) siz <O.

Donc ug » = 4t — 3u est dans WLP(R™), avec des dérivées partielles qui valent, selon que i vaut 1 ou

non :
Oiu(x1, T2, ..., Ty) siz; >0

Oiug s (x1,...,xn) = ¢ 0 siz; =0
—28iu(—%x1,x2, ey Tp) + 30;u(—x1, ..y xy) stz <O

Oiu(r1, T2, ...y Tp) siz; >0
Oiug «(T1,...,xn) =4 0 siz; =0
48iu(—%x1,x2, ey ) — 30;u(—x1, ..., xy)  siag <O

Pour i # 1, Qjua« = 4(8;u)* — 3(0;u)+. Comme d;u appartient a WP (), ((iu)* et (Oju), sont dans
WLHP(R™) donc djug. est dans WHP(R™) (par le méme raisonnement que précédemment). On peut
de plus calculer les dérivées partielles secondes et majorer leurs normes en fonction de la norme des
dérivées partielles de u.

Pour i = 1, Qjuz« = —2(0;u), + 3(0iu)« et on peut appliquer le méme argument pour montrer que
Orusz . est également dans W1HP(R™).

Cela montre que ug . est dans W2P(R™) et le calcul des dérivées partielles montre que u € WP () —
uz.« € W2P(R") est continue.

3. a) Soit f € WkP(Q). On applique & Ef la construction de I’exercice précédent, pour obtenir une
suite (f7)ien d’éléments de D(R™).

D’apres la derniére question de I’exercice 3., appliquée & w = Q C R"™, pour tout a € N" tel que || < p,
la suite des fonctions fl(a), restreintes a €2, converge vers (E f )(a) = f(® dans LP.

b) On ne suppose plus que Q est borné. Soit f € W*P(Q) quelconque. Soit ¢ > 0. Montrons qu'il existe
g € D(R") telle que || f — glly»r(q) est arbitrairement petite.

Soit (x;)ien définie comme dans Iexercice 3.

Lorsque | — +o0, ||f — fxillwie) — 0. Soit I tel que |[f — fxillwir) <&



L’ouvert QN B(0,4l) est borné. D’apres la question précédente, il existe h € D(R™) telle que ||k —

Ixillwrr@npo,ay) < e

Posons g = hyg. Clest un élément de D(R™). Soit a € N™ tel que || < k et montrons que [g(® —
f(a)HLP(Q) est petite.

Comme Yy vaut 1 sur B(0,21), g(® est égale a h(® sur QN B(0,21), donc :

(2) 19 = (fx0)“ e@nBo2n) < I = FXillwis@npo.ay < &

Sur Q — B(0,41), fxi =0 et g =0 (puisque x2 = 0) donc :

(3) 19 = () Nl Lo B0,.41y) = O-

Sur QN B(0,41) — B(0,2l) (ou fx; = 0), on peut facilement montrer (en calculant les dérivées de g en
fonction de celles de h et de x) qu'il existe une constante C' > 0 indépendante de [ telle que :

g =X LP(QNB(0,4)—B(0,2)) = |19 Lp(QNB(0,41)—B(0,21))
g = ()| g
< Cl[Rllwr.r@nB(0,41)—B(0,20))
= Cllh = fxillwrrnBo,a)-B0,21))
< Cllh = fxillwrr@no.4)
(4) < Ce.
En combinant , et (4), on obtient :
19 — (fXx0) | Loy < (C + 1)e.

En sommant sur les « tels que |a| < k, on obtient qu'il existe une constante C > 0, indépendante de |
et g, telle que :

lg = (Fx)llwrr) < Ce.
Puisque || f — (le)HWk,p(Q) <e:

lg = fllwro@ < 1+ C)e.

Exercice 5

1. Pour n = 2, c’est vrai; I'inégalité est méme une égalité, par Fubini.
Supposons 'inégalité démontrée en dimension n — 1 > 2 et démontrons-la en dimension n. Posons,
comme suggéré dans 1’énoncé :

1/(n—2)
Gi(T15 ey Tim 1, Tig 15 ey Tnm1) = (/ |fz'(561,--.,xi—1,$i+1,-~-7$n_1,t)|"1dt>
R



Pour tout (z1,...,7,_1) € R""!, d’aprés I'inégalité de Holder :

n—1
/|f(931,--~,$n1,t)|dt=|fn($1,--~,$n1)|/H|fi($1,--~,$i1,:L‘i+1,--~7$n1,t)|dt
R R

< fal@r, ooz )| [T Ifi(0, o @it 2igas oo @1, )l

= |fn(l’1, ceey $n71)| Hgi(xl, ey TGy T 1y oeey xnil)(n—Q)/(n—l)
n—1
Posons P : (21,..;@p_1) = [] Gi(T1, e Tio1, Tig1s oy Tn1) 2/ (1) et appliquons & nouveau in-
i=1
égalité de Holder :
190 = || sznon) > [ £, )
R 1
< [ falPll4
(5) < N falln=1lPlln=1)/(n—2)

D’aprés la définition de P :
(n—2)/(n-1)

1Pl (n—1)/(n—2)

et d’aprés 'hypothése de récurrence :

n— 2 n 1
1Pl n-1)/(n2) < Hug | ) HHszn !

Combinée avec I’équation , cette inégalité donne le résultat demandé.

2. Pour tout ¢ =1, ...,n, on pose :

1/(n-1)
fi : (a:la sy Li—1, L1, ,fEn) = (/ ’vu($la ey Ti—1, L, Ti+1, 7$n)|dt)
R

Pour tout = = (1, ..., zy), |u(z)| < fi(z1, ..., 2,) " Y. Done, en utilisant la question 1. :

Hu”n/(n_l) = ||un/(”_1)||g”_1)/n

< lfroful 0
n— n n—1)/n
< AN Y

1/n 1/n
= |[|Vu |||/ Mvalli™ = [19ul]s.

3. Soit v > 1 fixé. Alors V(|u|?) = ~ signe(u)|u|Y"!Vu. En appliquant le résultat de la question
précédente, on obtient :

1ull?, /1y = Nl llnsn-1y < Al =Vl
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Si on applique I'inégalité de Holder :

o

il ety < M gy 110l = Va7, iy NVl

On choisit v de sorte que :
-1 -1
mo_(=Dp PN y =Pl
n—1 p—1 n—p

p(n—1)
—p

et on obtient :

ce qui est le résultat voulu.

4. Soit u € WHP(R™) quelconque.

D’aprés l'exercice 4, D(R") est dense dans W1P(R™). Soit (fi)ren une suite d’éléments de D(R™) qui
converge dans W1HP(R™) vers w.

La suite (fi)zen est de Cauchy dans LP" car, pour tous ky, ko, d’aprés la question 3. :

1frr = Frollpe < CNIV Sy = fra)lllp

et la suite (V fx)ken est de Cauchy dans LP puisqu’elle converge vers Vu.
En plus de converger dans LP, la suite (fi)ren converge donc dans LP". Sa limite est identique dans
les deux espaces : c’est u. Donc u € LP" et :

lully = tim [[fellye < C lim (195l = CHITull,

Exercice 6

1. Si f € W*? (avec la définition précédente du TD), alors f € L?, donc f € L2. De plus, pour tout

J. 0;f € L? donc 5;? = (ifj)sf appartient & L2. En sommant sur j, on obtient que ||€||3f appartient
a L?, ce qui revient a dire que |¢|® f appartient a L2 (out €| désigne la norme euclidienne usuelle), par
équivalence des normes en dimension finie.

Donc (1 + [£]2)%/2F f appartient & L2(R") et f € H*(R™).

Inversement, si f € H*(R"), alors f € L?(R") et, pour tout multi-indice « tel que |a| < s, (i{)o‘f
appartient a L?(R™). Cette fonction est la transformée de Fourier de f(® (au sens des distributions)
donc cela signifie que f(® € L?(R™). Donc f € W52

Montrons maintenant 1’équivalence des deux normes.
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Pour toute f € W*? (avec la définition du début du TD) :

I Wyee = D IF@I3

\oa|<s
Z £

la|<s

Z 1€l £(€)113

|a|<s
2

(w v |f\2) e

2

i3

pour C' = (2 ~Card{a tq |a| < s}.
On a également, pour s > 1 (mais le résultat est vrai aussi pour s = 0, avec une constante différente) :

1f e = 113+ D105 £13

ji<n

_ 1 £112 18 £112
= @op HszJerS;LlH@l flI
— 1 2s\1/2 £12
— I+ e 213

c 2v8/2 F112
> o+ 6P 1
_ c 2
- o1

pour une certaine constante C' > 0.
2. On remarque d’abord :

/ @) = FOIP o / @)~ flat )P
R7 xR” R xR”

|x_y|n+2s ’z‘n+2s

L If —F(+ 2,

= (2m)n |2[nt2s
1 . 9 ’1 _ eiw.z‘?
= e L V) P

_ Liw.z |2
Si on pose G(w fR" HZFTQS'CZZ, on vérifie que cette fonction est bien définie et (par changement de

variable) qu elle vérifie les propriétés suivantes :

VweR" R e O,(R), G(Rw)=G(w)
VweR" a>0, Glaw)=a*G(w).
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Il existe donc une constante Cs > 0 telle que, pour tout w € R", G(w) = Cs|w|?*. Ainsi :

() = f)I? _ G o1 7
/n T — g dxdy = ) /]R" ||| f (w)]2dw

donc les deux définitions sont équivalentes.

3. Pour toute fonction g € L? N LY(R™), F~1(g) est continue et bornée. De plus, (cela se vérifie & partir
de la formule d’inversion) :

177 (@)l <

1
(2m)"
Soit s > n/2 fixé. Notons h : & — (1 4 |£]?)~%/2. Cette fonction appartient a L? donc, pour toute
f e H(R") :

IFfll = a1 PY2Fflln < hllll (L + €32 F £ll2 = IRl £l

1l < (” ”)2 1l

Exercice 7

1. On a I’égalité suivante :

|f(x)]
1712, = / F(@)]? do = / / 2 dde
rER" xeR™ JO

que l'on peut réécrire de la fagon suivante :

HfH%q—/ / n|f<x>>mq—1dmx—/ qxq*/ 10y dr dA
zeR"™ JAeRT AERT zER?

ol l'on a utilisé le théoréme de Fubini dans la derniére égalité. On en déduit alors le résultat.
2. On commence par montrer qu’il existe C1(s,n) une constante strictement positive dépendant uni-

quement de n et de s telle que ||ga|lpe < C’l(s,n)Affs. D’aprés le théoréme d’inversion de Fourier,

on a
— 1 1x-& ~ _ 1 Iy
@) = | e [ e = | e [ <Ry e

Comme 2s < n, on peut utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz qui donne

0] < G ( [, e dg> ([Pt !2d§>

En passant en coordonnées polaires, on a

Ay Sn—l An—Zs
/ |£|—25 dé’ — / / 7,‘7’L—1—25 do dr = | | A
|€]<AN 0 Sn—1 n—2s
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ce qui nous donne l'inégalité souhaitée avec Cj(s,n) = [S*~HY2/((2m)"(n — 25)%/?) (puisqu’on a
supposé que || f|| ;s = 1).

On définit alors Ay par C (s, n)Ai\l/2_s = A/2.On aalors ||gx]|cc < A/2. Or g est une fonction continue
comme transformée de Fourier d’une fonction intégrable donc on en déduit que {|gx| > A/2} = 0.

3. D’aprés l'inégalité triangulaire,
{11 > AF S {lgal > A/2F U{|hal > A/2}.

La constante Ay étant telle que {|gx| > A\/2} = 0, on en déduit

4
{1£1 > A < H{IPal > A2} < 5 lRallZ:,
car

AZ
B> [ haPde > 2 [l > A2,
{Ihal>A/2}

En utilisant la question 1., on conclut a I'inégalité voulue.

4. D’aprés 'inégalité obtenue a la question 3., la définition de h) et la formule de Plancherel, on a :

+00
4, <4g(2m)™" XI73|F(€)[ de d.
WMSq@mlA LMA Fo)de

Par définition de Ay,
€] > Ay & A <A(E) :==2C1(s,n)[¢]277,

donc, en utilisant le théoréme de Fubini, il vient

A(8) ~
rf&qs4q@mé/n(4 Aqu)|ﬂ@Pda
d’out
111 < Catsum) [ A2 Fl@) e,

ot Cy(s,n) est une constante positive dépendant de s et n. De plus, n/2 — s = n/q, on a donc
A(€) = 2C1(s,n)|€|« puis on obtient :

n(g—2)
q

M&S@@M/Iﬂ LMW@:@@m/memwg
Rn» Rn

ot C3(s,n) est une constante positive dépendant de s et n. On conclut en utilisant qu’on a supposé
£ 1 s = 1.

5. Remarquons tout d’abord que l'inégalité prouvée a la question 4. est également valable dans le
cas ol || f|| 75 # 1. Prouvons maintenant que ce résultat implique bien la conclusion du théoréme. Si
2 < p<q=2n/(n—2s), alors il existe s € [0,s] tel que p = 2n/(n — 2s) et donc d’aprés ce qui
précéde,

[flle < Cllfll o < C Sl
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(remarquons qu’on ne peut pas majorer || f|| ;. par || f[z.). Enfin, un argument de densité de S dans
H? nous permet de conclure.

6. D’aprés la question précédente, on a ’existence d’une constante C' > 0 telle que

1flle < CUF -

De plus, on peut montrer que si (s1,s2) € (RT)2 et § € [0,1], on a

0 —6
HfHH951+(179)52 S ”fHHsl Hf| }132'

~

En effet, en appliquant I'inégalité de Holder avec la mesure |f(€)[2d¢ et avec les fonctions |€]71 et
|€](1=9)52 on obtient I'inégalité voulue. En prenant (s, s2) = (s,0) et 6 = sp/s, on en déduit que

—0 0
1l grsn < IFIZZ 115

| 2

ce qui permet de conclure.

Exercice 8

1. Soit f € W1P(Q). On note E : WP(Q) — WLHP(R™) un opérateur de prolongement comme &
I’exercice 4.

D’aprés la question 4. de l'exercice 5, | Ef|l,» < C||V(Ef)|lp < C’|]Ef|]w1,p(Rn) < C|E| HfHWLp(Q).
Puisque Ef et f coincident sur Q, || f|lp < [|[Ef[lp= < CIE|[||flwreo)-

Si ¢ < p*, I'inégalité de Holder implique :

1£1lq < 11£[lp- 2| &7~/ @)

ou || désigne le volume de €.
Donc, pour une certaine constante C’ indépendante de f :

Hf”q < C/Hf”leP(Q)-

2. a) Pour tout k, fi est une fonction de LP a support inclus dans un ouvert V' borné. Par I'inégalité
de Hoélder, il existe une constante C' > 0 qui ne dépend que de V telle que, pour tout & :

1fxlls < Clifellp-

La convolution d’une fonction intégrable et d’une fonction C*° & support compact est de classe C*
(par convergence dominée). Donc, pour tout k, fi *ns est C*=°.
De plus, pour tout & :

15 % nslloe < [fxll1lsllo0 < Cllfkllpln5lo-

Puisque (fx)ren est bornée dans WHP(R™), la suite (|| fix * s||oo )ken st majorée. Donc (fx *1s)ken est
uniformément bornée.
De plus :

V(fx*ns) = fr. x (Vns).

Donc, par le méme argument que précédemment, (V(fx * 7s))ken est uniformément bornée. Cela en-
traine que (fi * s)ken est uniformément équicontinue.
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b) D’aprés le théoréme d’Ascoli, puisque toutes les fonctions sont & support dans V', qui est compact, on
peut extraire de (fi *7s)ken une sous-suite qui converge uniformément. Si elle converge uniformément,
elle converge également dans L4(V).

¢) Commencons par montrer que, lorsque s — +00, || fx * s — fr|[1 — 0 uniformément en k.

Pour tout x :

e me(e) — fula)] = \ [yt~ - fk<m>>dt]

= | [ ([ 9o~ . ) au) ]
< [ In 1 [ 90ste ) v

et donc :

1fi s — Fill < ||ka||1/\t||ns(t)|dt
= Hkalllzs/uun(t)ydt.

Toujours par I'inégalité de Holder, (V fi)ren est uniformément bornée dans L', puisqu’elle 'est dans LP.
Cela démontrer la convergence uniforme dans L'.

Démontrons maintenant que le résultat est encore vrai si on remplace L' par L7 avec g < p*.
D’aprés la question 1., (f3)ren est bornée dans LP". Pour tous k, s, || fux0s|lp= < | fxllp= 1nslln = || fe
Donc (fr x s — fi)k,sen est une famille bornée de LP" (R™).

Par Holder, si on pose 6 = (é - i) / (1 - 1%) >0:

p*-

p*
1 fe x5 = fullg < 1% ns = Fll i xms — foll 3

ce qui converge vers ( uniformément en k lorsque s — 400.

En procédant par extraction diagonale, d’aprés la question 2.b), on peut trouver une extraction ¢ :
N — N telle que, pour tout s, (fe(k) * s)ken converge dans L.

D’aprés ce qu'on vient de voir, || fam) * 1s — for)llq — O uniformément en k lorsque s — +o00. Donc
(fs(k))ken converge dans LY.

3. Il suffit de montrer que, de toute suite ( f3)ren bornée dans WHP(Q), on peut extraire une sous-suite
qui converge dans L7(€).

On note E : WHP(Q) — WLP(R™) un opérateur comme dans Pexercice 4.

Soit x : R™ — R une fonction a support compact qui vaut 1 sur un voisinage de Q. Alors (x(E fx))ken
est une suite bornée de fonctions de W1P(R"), & support inclus dans un méme compact, qui coincide

avec fi sur 2. D’aprés la question 2.c), il existe une extraction ¢ telle que (x(F f¢(k)))k€N converge
dans LI(R™). Alors (fg(k))ken converge dans L9(€2).

Exercice 9
Commengons par montrer que W1P(Q) s’injecte de maniére compacte dans LP(£2).

On traite séparément le cas n = 1. Dans ce cas, toute famille bornée (f,,)nen de WHP(€) est uni-
formément bornée et équicontinue (car (f/)nen est bornée dans LP(§2) et donc dans L'(f2)). D’aprés
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le théoréme d’Ascoli, elle admet une sous-suite qui converge dans (C°(2,R), |.||s). Cette sous-suite
converge également dans LP((2).

On suppose maintenant n > 2.
Soit p’ < n tel que p’ < petp<
proche de n.

Puisque p/ < p et puisque Q est borné, W'P(Q) est inclus dans W (Q). De plus, Iinjection est
continue.

D’aprés Pexercice 4, W' () s’injecte de maniére compacte dans LP(). Donc WhP(Q) s'injecte éga-
lement de maniére compacte dans LP(Q).

P’ Si p < n, on peut prendre p’ = p; sinon, il suffit de prendre p/

n
n—p

Démontrons maintenant 1'inégalité demandée en raisonnant par ’absurde. Supposons qu’il existe
(tn)nen une suite d’éléments de W1P(Q) telle que, pour tout n :

1
un/un
€2 Ja

uitte & ajouter & u, une constante bien choisie, on peut supposer u, = 0. On peut également
] , on p pp 0 peut &g

normaliser u,, et supposer ||u,||, = 1 pour tout n.

Dans ces conditions, ||u, — ﬁ Jo unllp =1 pour tout n donc || Vu,ll, < 27" pour tout n.

> 2"\ Vug|p-
P

En particulier, (u,)nen est bornée dans WHP(Q). Puisque I'injection vers LP(Q) est compacte, il existe
une extraction ¢ : N — N telle que (ug(,))nen converge dans LP(2) vers une limite v.

Comme (Vg Jnen tend vers 0 dans LP(Q), la suite (ug(n))nen converge en fait vers v dans W2(Q)
et Vv = 0 donc v est une fonction constante.

Par passage a la limite des propriétés de up, [, v = 0 donc v = 0. Mais |[v][, = limy,— 100 [Ug(n llp = 1.
C’est absurde.

Exercice 10

1. a) Soit u € C*(R™) & support compact.

Pour tout ’, la fonction ¢t — |u(t, 2’)|P est continue. Elle est dérivable sur R, sauf éventuellement aux
points oil elle est nulle. Sa dérivée vaut ¢ — signe(u(t, 2))|u(t, ") [P~ 101u(t, 2").

On en déduit, en utilisant le fait que u est a support compact :

(0, 2P < / fu(t, ') P~ Byu(t, o) dt
R
et, en intégrant sur =’ puis en utilisant 1'inégalité de Holder :
/ (0, 2/)Pda’ < / () [P~ Dyu(a) da
R
< 0vull,llullz!
D’otu :
/ / 1/p 1 1-1
( [ 1o >rpdx) < Bl Y7l < max((fullp, [rully) < Jullwroey

b) On utilise le fait que la restriction & © des fonctions de classe C! & support compact forme un
sous-ensemble dense de WP(Q). De plus, d’aprés la question 1.a), lopérateur u — u(0,.) € LP(R"™1),
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défini sur ce sous-ensemble dense, est uniformément continu pour la norme ||.|Jyy1.5(q). Il admet donc
un unique prolongement & W1»(Q).

2. Si uw est C*°, a support compact inclus dans €2, alors v(u) = 0. Puisque 7 est continue, v est nulle
sur ’adhérence de cet ensemble de fonctions, c’est-a-dire que v(u) = 0 pour tout u € W& P(Q).
Réciproquement, soit u tel que y(u) = 0. Montrons u € Wol’p(Q).

On commence par un lemme qu’on prouvera plus tard.

Lemme. Soit u, € LP(R™) la fonction qui vaut u sur Q et 0 sur R — Q. Alors u, € W1P(R").

Pour tout € > 0, on pose u, la fonction suivante :

Ue (L1, eeny Tny) = Un(T1, ey Ty) ST 21 < €

= u(2e — 21,29, ..., Ty) Sl X1 > €

De la méme maniére qu’a 'exercice 4, on montre que u. appartient a W'?(R™) et que [[ue||y1.p@n) <
C|ts))—s0se] xmr—1 [[W1p (] —s0se] xn—1), pour une constante C' indépendante de e. Puisque u, est nulle sur
] — 00;0] x R*~! cela entraine que, lorsque ¢ tend vers 0 :

(©) [ R

Pour tout ¢ > 0, u — ue est nulle sur [0;¢] x R""!. En convolant cette fonction avec des suites
régularisantes (comme dans I'exercice 4), on peut trouver une suite ( f; )ren de fonctions C> a support
dans [e/2; +oo[xR"! telle que :

I fer — (u— UE)HWLP(Q) — 0 quand k — 400

Quitte a les tronquer correctement, on peut supposer de plus que ces fonctions sont & support compact.
En combinant cette propriété avec I’équation @, on obtient le résultat voulu.

Preuve du lemme. On va montrer que les dérivées partielles de u, coincident avec celles de u sur €2 et
sont nulles sur le complémentaire de 2.

Soit (vg)ren une suite d’éléments de C}(R") telle que [Ju — vg|ly1p(0) — 0.

Soit ¢ € D(R™). Soit j < n. Calculons [, (0j¢)u.. On traite le cas j = 1; le cas j > 1 est similaire

mais plus Simple.
/ n ( ! )u /SZ ( ! )u

= lim (81 ¢)1}k

k—4o00

Q
= lim —/¢(3lvk)+/ puy,
k——+o0 Q {0} xRn—1

- /Q ¢(alu) + kgr-i{loo {0} xRn—1 @Uk
= —/ ¢(O1u)
Q

< |l¢(0, -)”p/(p—l)H’Y(Uk)”p- Or 7(vy) — 0 dans LP(R™1), puisque
v, — u dans W1P(Q), 7 est continue et vy(u) = 0. Donc f{o}xR"—l pvr — 0. O

En effet, pour tout k, ‘f{O}XR"71 o
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3. 11 suffit de montrer qu'il existe C' > 0 telle que, pour toute u € S(R") :

[0, M grs=1/2(rn-1) < Cllull s ()

On pourra ensuite conclure comme en 1.b) en utilisant la densité de S(R™) dans H*(R™) (qui est une
conséquence de la densité de S(R") dans L?(R"™) et de la définition de H*(R™)).
Soit donc u € S(R™). Pour tous z1, &2, ..., &, € R™, on note :

f(xlag% agn) = ]:((.’ﬁg, "'axn) - f(xlal'Za ~--7$n))(€25 agn)

Sion fixe &, ..., &y, la fonction 1 — f(x1, &2, ..., &) a pour transformée de Fourier & — 4(&1, &2, ..., &n)-
Donc, en appliquant la formule d’inversion :

f(0>£2>"'7£n) = % /Ra(glv7gn)d£1

ce qui entraine, en utilisant I'inégalité de Holder :
1 2
70,6008 < (57 [ filer, &)l )
T JR

1 1 2
- (%/Ruﬂawﬂ + lf2>8/2la<£1,...,fn>\d§1)

< o ([arieyiaen gt ([ e )

On vérifie par un changement de variable dans l'intégrale qu’il existe une constante D dépendant
seulement de s telle que, pour tout &9, ..., &, :

# — 2 2\1/2—s
| gt = D+ lal + ot lel)

Donc :
— 27

0, € o E) P4 Gl oot Jea?) 2 < 2 /R (L4 |2 alEr, o £0) 2dE

Lorsqu’on intégre sur &, ..., &y,, on trouve :
2\ (5—1/2)/2 D
(0, )l o172 = 11F(0,) (1 + [€]7) l2 <4/ 5 llullzzs.

Exercice 11

1. Soit H un espace de Hilbert (sur R). Le théoréme de représentation de Riesz dit que, pour toute
forme linéaire continue ¢ € H', il existe un unique a € H tel que :

Ve e H, o(z) = (a,z) .

2. Soit ¢ une forme linéaire continue.
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D’aprés le théoréme de représentation de Riesz, pour tout u € H, il existe Au € H tel que :
Vv e H, a(u,v) = (Au,v) .
De plus, il existe U € H tel que :
VveH, p(v) = (U,v).

Il suffit donc de montrer qu’il existe u tel que Au = U. Nous allons donc démontrer que A est surjective.
L’application A est linéaire. Puisque a est continue, il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout
U

Yo e H, | (Au,v) | = a(u,v) < Cul| ||v]|.

ce qui implique ||Au|| < C||u||. L’application A est donc continue.

De plus, par hypothése, on a, pour tout v € H, ||Aul||jul > |(Au,u)| = |a(u,u)| > c||ul|* donc
|Aul| > c||lu||. Cela implique que A est un isomorphisme sur son image. Donc Im(A) est un espace
complet, ce qui entraine que c’est un fermé de H.

Pour montrer Im(A) = H, il suffit maintenant de montrer que (Im(A))+ = {0}. Pour cela, supposons
fixé h € (Im(A))* et montrons qu'on a h = 0.

On doit avoir 0 = (Ah, k) = a(h,h) > ¢||h||*>. Donc h = 0.
Exercice 12
1. On multiplie ’équation (x) par ¢ et on intégre sur I :
/I(—U"(if)qb(l‘) + c(z)u(z)d(r)) do = /If(l‘)¢($) da.

On fait ensuite une intégration par parties dans le premier terme et on utilise que ¢(a) = ¢(b) = 0
puisque ¢ est & support compact dans I pour conclure.

2. L’intégrale définissant a(u,v) est bien définie pour u, v € HE(I). En effet, u' et v/ étant dans L2,
par Cauchy-Schwartz, leur produit est dans L'. Pour le deuxiéme terme, on utilise que ¢ est dans L™
et u et v sont dans L?. On utilise exactement les mémes arguments pour obtenir :

¥ (u,v) € (Ho(1)*,  la(u,v)| < (1+ llelloo) ull ol ry

ce qui nous donne la continuité de a. Pour la coercivité, en utilisant ¢ > 0 et I'inégalité de Poincaré,
on a :

Yue HU(I), a(uu) = /I (/@) + cl)ul (@) do = 3 2 o ulln gy

ou Cp est la constante de I'inégalité de Poincaré.
3. On introduit L(v) = [, f(z)v(z) da pour v € H}(I). On vérifie que L est bien définie et qu'’il s’agit
d’une forme linéaire continue sur Hg (I) par Cauchy-Schwartz :

Vo e Hy(1), [L) < Ifl2llvlz < Ifl2lvllm -

La relation (#x) s’écrit alors
Vo€ HY(I), a(u,v)= L(v)
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et d’aprés le théoréme de Lax-Milgram, il existe un unique u € H}(I) vérifiant cette relation.

4. Si u est une solution classique alors u est une solution faible d’aprés la question 1.. On en déduit
que u est une solution variationnelle du probléme par densité de D(I) dans Hg(I). Il y a donc au plus
une solution de ce type.

Soit u € H(I) une solution variationnelle du probléme. Alors u est solution faible c’est-a-dire :

V¢ e D(I), /]u’(x)qs’(x) dr = /(f(fv) — c(x)u(x))p(x) dz.

I

Or f —cu est dans L?(I) puisque f et u le sont aussi et que c est borné. Comme v/ est aussi dans L?(I)
par hypothése, on en déduit que u’ est dans H'(I) et que (u') = —(f — cu) au sens des distributions.
Mais la fonction 2 — c(x)u(z) — f(x) est continue donc (u')" posséde un représentant continu. Donc u
est de classe C? et satisfait —u” 4+ cu = f au sens des distributions. On a en particulier que —u” + f —cu
est un élément de L?(I) qui est orthogonal au sous-espace dense D(I), on en déduit que —u” + cu = f
p.p. puis partout sur I par continuité. Et on a bien u(a) = u(b) = 0 puisque u € HE(I).
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