Ecole Normale Supérieure Analyse des équations aux dérivées partielles 2016/2017

CORRIGE TD N°2.

Exercice 1

Soient «, 8 des multi-indices quelconques. Il faut montrer qu’il existe D > 0 telle que :

Va,g,

0207 alw,€)| < D(1 + 1))V

Par hypothése, cette propriété est vraie pour || > R, avec R dépendant de « et /3. Il suffit de montrer
qu’elle est aussi vraie si [£| < R.

Comme (1 + |£])*~ 18I est minorée sur B(0, R), il est suffisant de montrer qu’il existe une constante D’
vérifiant :

Va,¢,

agafa(x,g)] <D il <R

Cette propriété est vraie puisque, lorsque |£| < R, comme a € Sho

ag;afa(x,g)‘ < D"(1+ ¢yl < D" max(1, (1 + R)™ 741,

Exercice 2

1. Pour u € S(R™), on a pour tout z € R™ :

Op(a)(9ju)(z) — 9;(Op(a)(u))(x)

_ 1 e (x i€ o 1 i a0 .
- — eixgiax (0
B (QW)"/ dx; (z,§)u(€)ds.

Donc le commutateur [Op(a), 9;] est bien un opérateur pseudo-différentiel de symbole —%a.
J

2. Soit u € S(R™). On utilise la relation z;u = i0;u et on a pour tout € R™ :
Op(a)(zju)(x) — x; Op(a)(u)(z)

_ ! e q(x A b zie®a(z, )i
_ (%)n/ (w, €)0;(€)dé (%)n/ jea(z, €)a(€)de
—i 1

R /8‘; (e a(z,€)) a(e)de - G /xjeixfa(x,g)a(g)dg

—1

= @ / 6”5;2],@(56,5)@(5)%-

Donc le commutateur [Op(a), z;] est bien un opérateur pseudo-différentiel de symbole —ia%ja.

Exercice 3
1. Montrons que (as)o<e<1 est bornée dans S0 On fixe « et 5 dans R™.
Pour e =0,si 8#0,0n a:

Vg, agafag(x,g) =0



et si B =0, en utilisant que a € S°, on a 'existence d’une constante C, > 0 telle que :

Vo, (1+[)7|orofas(a. )| =

Gga(w,())‘ < Cy.
Soit maintenant ¢ € ]0,1]. On a :
Va,&,  0500ac(x,€) = 1920 a(x, e€).
Le fait que a € S° implique qu'il existe Cy 5 > 0 vérifiant :
Vg |0800ac(w,€)] < 1001+ lg)

Puis comme ¢ € ]0,1] et |3 > 0,

N
Ve L+ = (1+4ll?)

< (6 +s\§|€> < m(1 +e¢))lel

En combinant les deux estimations précédentes, on en déduit que :

Va,&,  (1+¢)P

0207 a.(,6)| < Cap,

majoration indépendante de € € 10, 1].
Finalement, on obtient I’existence d’une constante C?, 5> 0 telle que

sup p) 5(ac) < Ch 5.
0<e<1

2. On va commencer par montrer que pour m € ]0,1], e € ]0,1] et o, 5 € N, on a :

PZL,B(% - CL()) < Ca,ﬂ,m g™

ot Uy g,m > 0 est une constante dépendant de «, B et m.
On fixe m € 0, 1], € € ]0, 1]. Soit ae € N™. Si 8 = 0, en utilisant la formule de Taylor, on a :

V&, 950; (ac — ao)(x,€) = 95 (ac — ao)(w, )

1
=e- /0 Veoga(x, te€) dt.

En utilisant le fait que a € S°, on obtient :

1
Vg, |00 e — ). < Capeldl [ (14 tele) et

elél g
< Cap [ {35 = Cos log(1 +ele).



On utilise ensuite que pour tout m € )0, 1], il existe une constante C,, > 0 telle que pour tout = > 0,
log(1+ z) < Cyx™. D’ou

v,

0207 (a: — a0)(@,€)| < Capm " €™ < Ca €™ (1+ [€])"

Ainsi, on obtient : pgﬁ(qE —ag) < Cqapme™. SiB#0,0na 8385(10 = 0 et toujours en utilisant le fait
que a € S°,
Va,§,

(2,6)| < Cayp=/I(1 +elg) 7.

D’autre part, || > 1 > m (donc || — m > 0) et € € |0, 1] impliquent que

1 1B]1—m 1
Ve AT = (1helel) < (el

Finalement, on obtient
Pia(ac = a0) < Cop sup (9014 <le) i+ ) ™) < e
e n

Sim > 1, on remarque que si m’ €]0, 1], on a pour tous a, § € N" : Porg < pZ"”IB On en déduit que pour
tous m > 0, ¢ € ]0,1] et o, € N", il existe Cy 8.m > 0 et > 0 tels que pgiﬂ(a€ —ag) < Cy8met, ce
qui nous permet de conlure.

Exercice 4

1. Soit M > 0 tel que x = 0 en-dehors de B(0, M). Soit M’ > 0 tel que x = 1 sur B(0, M").
Soit j fixé.
Pour tous «, 8 :

ovola; = 7 [(1 - (Ejﬁ))aaaj]
= > 01— X(HONI, 95 ay)

v<B

ol les n, sont des entiers.
Pour tout multi-indice v # 0 :

AL — x(gi6)] =~ (@) (5),

ce qui entraine, pour €; < M :

O — x(€50))| < €M 021/ (107 X0

—v+1
My 1+ [¢]
<10 (T ps
1+ [¢] —lvI+1
< 8ljﬂuaPyXHm (2]\48]

< MMMy oo (1 + [e]) P



D’autre part :

1= x(56)] < 1+ [Ixlloo) Lrn - B(0,17/¢5)(€)
.
< (1 + Ixlleo) 1+ 1) (55)
Donc, en utilisant le fait que, pour tous v et 3, il existe une constante D telle que

’ag—vagzaj‘ <D(1+ ‘f|)mr|ﬁ|+\v\7

on obtient :

02071 < molt = X(&9)1(O00a;) +e5 Y nyCy(L+ [T of 70|
0#y<B
< & O(L+ g™

ott C' est une constante indépendante de ¢; (mais dépendant de o et 3).
En prenant €; assez petit, on peut donc avoir, pour tous o, § tels que |a| < j, |B] < j -

1 .
02004, < 551+ ey,

Si, pour tout j, on choisit €; de cette maniére, alors, pour tous «, 3, la propriété voulue est bien vérifice
dés que j > max(|al, |B]).

2. D’apreés la question 1., pour tous «, 3, la série ) jeN 8?86 a; converge uniformément sur tout compact.
3. Montrons d’abord que, pour tout k, ijk a; € Sk,

Pour tout j > k, a; et a; coincident en-dehors d'un certain compact donc, puisque a; € 5™/, a; aussi
(d’apres I'exercice 1). Comme m; < my, cela entraine en particulier a; € S™*.

Soient «, 8 quelconques. Soit J assez grand pour que la propriété de la question 1. soit vérifiée si j > J
(pour les « et (3 fixés).

La fonction ;. ; a; est un symbole de S™* done ;. ; (9?35&]- décroit au pire en (1 + [£])™s~15l,

: . . o agBs .
Montrons qu’on obtient la méme décroissance pour > > 08 85 aj

> ag;agaj

j=J

1
<Y et

j=J

1 1+mgy1—|B]
< 1+ el
j=J

= 2J71*1(1 + ‘§|)1+mk+1*|5\
1

< oy (1 L™,

Les deux remarques précédentes impliquent que, pour une constante C' assez grande :

> a;;agaj

izk

< C(1+ fghm,




. . P ~ 14 m
Comme ceci est vrai pour a et 8 quelconques, on en déduit que > j>k @j est un élément de Sk,

On conclut en remarquant que » i< (@ —a;) est un symbole de S™° dont le support est compact en &.
C’est donc, d’aprés lexercice 1, un symbole de S™>°. Ainsi, a — ) j<k 0j est la somme d’un symbole
de S7°° et d’un symbole de S™*. C’est alors un élément de S™*.

Exercice 5

1.0n a:

Op(b) — Op(¥') = Op(t') Op(a) Op(b) — (Op(¥') Op(a) — 1d) Op(b)
— Op(b') Op(a) Op(b) + Op(¥')(Op(a) Op(b) —1d)
= Op(t)(Op(a) Op(b) —1d) — (Op(v") Op(a) — 1d) Op(b)
€ Op(57%) + Op(5™%) = Op(5™).

2. On sait que :

Op(a) Op(b) — Id = Op(ab) — Id + reste dans Op(S~!)
= Op(ab — 1) + reste dans Op(S~1).

Puisque Op(a) Op(b) — Id € Op(S~°), cela entraine que Op(ab — 1) appartient & Op(S~—1). En parti-
culier, il existe A tel que, pour tout (z,¢&) :

(e, )b(w, &) — 1| < AL+ [¢))~
= la(z,£)b(x,&)| > 1/2 si |£| est assez grand.

De plus, puisque b € S™™ | il existe B tel que, pour tout (z,§) :
[b(x, &)l < B(1+[gh™™

= la(z,&)| > \b(l‘ =t > 14 €)™ si [€] est assez grand.

1
2B
3. 11 suffit de montrer que F(a(z,€)(1 + [£]2)~"/2) appartient a S°.
Notons @ = a(x, €)(1 + |£]?)~™/2. C’est un symbole de S° qui vérifie :

la(x,&)| > C si || est assez grand.

Soient a, 8 des multi-indices quelconques. Dés que |£] est assez grand, on a Foa = 1/a, donc 8%8? (Foa)
est (pour ¢ assez grand) une combinaison linéaire de fonctions de la forme :

[T5_, 07 0% a(,€)

a(z, &)lel+IBl+1 avec y1+..+tys=a et 01 +..+6 =4

Puisque |a| est minoré et puisque @ € S, chacune de ces fonctions décroit au pire en (1 4 |¢]) 181,
Donc, pour tout £ tel que |£]| est assez grand :

1050, (F o a)(w,€)] < C(1+ g7,



De plus, F o a est une fonction bornée dont toutes les dérivées sont bornées (c’est une composition de
fonctions bornées dont toutes les dérivées sont bornées). C’est donc un symbole de 5’870. Par I'exercice 1,
cela entraine que F o @ est un symbole de S°.

On amontré b € S~™. Montrons maintenant qu’on peut écrire Op(a) Op(b) = Id—R avec R € Op(S~1).
On sait que Op(a) Op(b) = Op(ab) + S avec S € Op(S~1). Or a(z, &)b(z, &) = 1 si €] est assez grand.
Donc ab — 1 est un symbole dont le support est compact en £. D’aprés I'exercice 1, c’est un élément
de S7°. Donc Op(a) Op(b) = Op(1) + Op(ab — 1) + S = Id + Op(ab — 1) + S. C’est bien de la forme
Id—Rou R=—O0Op(ab—1) — S € Op(S~') + Op(S~>) = Op(S~1).

4. Pour tout k > 0, soit 7, € S le symbole associé a RF.

Soit g € SO ~ > k>0 Tk- Un tel symbole existe d’aprés I'exercice 4.

On pose B = Op(b) Op(g) € Op(S~™). Pour tout K € N*, par définition de g, g = 79 + ... + 7 + 5
avec s € S~(K+1) done :

Op(a)B = Op(a) Op(d)(I1d + R + ... + R¥ + Op(s))
= (Id— R)(Id + R+ ... + R + Op(s))
=1d — RE*! 4 (Id — R) Op(s)

—1d—-T

avec T € Op(S~K+1).

Puisque c’est vrai pour tout K, Op(a)B — Id € Op(S—°).

La construction de I'inverse & gauche est identique. En effet, on a aussi Op(b) Op(a) = Id — R avec
R € Op(S~1) (pour un R éventuellement différent de celui de la question 3.). En définissant g comme
précédemment, on a, pour la méme raison, Op(g) Op(b) Op(a) — Id € Op(S—).

Exercice 6

1. Soit x : R™ — [0; 1] une fonction C*> a support compact qui vaut 1 au voisinage de 0.
Pour tout k, on pose ug(z) = u(z)(1 — x(2¥(z — 20))). On a bien ug(x) = 0 au voisinage de zq et
|lur — ull2 = 0 puisque :

g = ull2 = [ux(2°(. = @o))ll2

< ||u|2_kSUPP(X)+fE0”2 — 0.

Comme P est local, P(ug)(xg) = 0 pour tout k.
De plus, P est un opérateur continu de L? vers H~™ donc, d’aprés I'indication, P est un opérateur
continu de L? vers Cf(R"). En particulier, la suite (P(ug))gen converge uniformément vers P(u) dans
CP(R™). Donc :

P(u)(zo) = lilzn P(ug)(xo) = 0.

2. Pour tout k € N, P* est un opérateur local d’ordre km. Pour tout k assez grand, on a km < —n /2
et donc, par la question 1., P* = 0.

D’aprés la question 3.a) de exercice 7, cela entraine que P est dans Op(S~°°). Donc, d’aprés la
question 1., puisque P est local, P = 0.

3. a) De fagon générale, une distribution a support au voisinage de z( est une somme finie de 6@,



b) De méme qu’a la question 1., u — Pu est une application continue de H n/2+k yers Cy°(R™), puisque
P envoie continiment H™/ 2tk vers H"/2tk=m ce qui s’injecte vers C°(R™).
Donc u € H™?tk s Pu(zg) € C est une application continue. Le lemme qui suit permet de conclure.

Lemme. Soit A un ensemble fini de multi-indices. Pour tout i € A, on suppose a; € C fixé. Si
Vapplication G : uw € HY?*tk — > ai6Wu € C est continue, alors a; = 0 pour tout i tel que |i| > k.

Démonstration. On peut supposer g = 0. Soit M = max{]i|,a; # 0}.

Soit u € H™?** tel que 2li=M a;i0Wu # 0 . Pour tout A > 1, on pose uy : & — u(Az).

On vérifie qu'il existe une constante C, > 0 telle que ||uy || gn/26 ~ AFC,, pour A — +o00. D’autre part,
G(uy) ~ MM D, lorsque A\ — +o0, ot D, = ZM:M a; 0@y,

On doit donc avoir, puisque G est continue sur H™/2tk M < k. O

c) D’apres les questions précédentes, on a P = 7, <k aa(2)07 pour un certain K € N et des
fonctions ag.

Il faut montrer que les a, sont C* et que K < k — 1.

Si u est une fonction de S(R™) qui vaut 1 sur un ouvert borné €2, on a, pour tout x € Q, Pu(z) = ag(z).
Comme Pu est dans S(R"), cela entraine que ag est C* sur §2. Comme €2 peut étre quelconque, ag est
C> sur R™.

On procéde ensuite par récurrence pour montrer que les a, sont C*°. En effet, si u € S(R™) coincide
avec %, |a| > 1 sur un ouvert borné €2, on a, pour tout x € Q :

Pu(z) = aa(z) + ) ag(x)(07u)(x)

B<a

donc aq est C°° sur 2 si les ag le sont pour tout 8 < a. Comme 2 est quelconque, a, est C*° sur R™.
Cela montre que les aq sont C*°. Le symbole associé¢ & P est (z,§) = > <k @a(2)(i§)*. Ce symbole
ne peut étre d’ordre m que si |a] < m < k pour tout « vérifiant a # 0. Donc aq = 0 si |a| > k — 1.

Exercice 7

1. Supposons d’abord a € S™ et montrons que la propriété (ii) est vérifiée. Soit a € N™. Pour alléger
les notations, on suppose 5 = 0 (pour traiter le cas § # 0, il suffira d’appliquer a 85? a le résultat pour
B =0).

La fonction 0g'ay est une combinaison linéaire de fonctions de la forme )\‘O‘_V‘c’ﬂx(f)ﬁggya(az, AE), avec
v < a. Puisque a € S™, il existe des constantes D,, telles que ces termes sont majorés par :

DA (1 4+ )™ 1 g0 00 (€) < DoAY max ((1 £ a/2)mlel (1 2A)m—|a—vl)
< DA™

car A > 1 donc la propriété (ii) est vérifiée.
Supposons maintenant (ii) vérifiée et montrons que a est dans S™. Soit § fixé. On va montrer par
récurrence sur k que, si |a| < k, alors :

Va, £ >1,

op0fa(z, )] < (1 + g

pour une certaine constante C.



Pour k = 0, c’est vrai. En effet, si [§] > 1 :

Palz,€)| = (x(&/1€D) 0L arg (. €/1€])]

< (|£i|n:flx(&))_llagaml(f’%f/’ﬂ)’
< (fflle(g)) Col&|™
< Do(1+ €)™

Supposons que c’est vrai pour k. Soit « tel que |a| = k+ 1. Alors 8?65 a)y est une somme de fonctions

de la forme Ala—’ylmx(g)agﬂaﬁa(x, ), avec v < a.
Pour tout v > 0, par I’hypothése de récurrence et en raisonnant comme dans le début de la question,

ce terme est majoré par C A" pour une certaine constante C.
Donc 8?89?@/\(35, £) = )\kHX(f)(‘)?aga(m, A¢) + O(A™). En utilisant la propriété (ii), cela implique :

X(6)0207a(x,A) = O™~ HD),
Donc, pour tout & tel que || > 1, en raisonnant comme dans le cas k =0 :

o 0fa(, &) = dpola(a, |elé/lel), = Ol *+1),

ce qui démontre I’hypothése de récurrence au rang k + 1.
De plus, par hypothése, a € S¥ donc d’aprés l'exercice 1, a € S™.
2. a) Soit x € R™ quelconque. Pour tout h € R™ :

<Ch Y 110 flloo

laf=k

‘ x+h) Z h%cq 0% f(

la <k

ol les constantes ¢, sont données par la formule de Taylor et C}, est une constante qui dépend de h.

Donc :
Z h%ca 0% f(
la|<k

< flloo + Ch D 110 Fllsor

|laf=k

Sion fixe hy, ..., h indépendamment de f, tels que L : (aa)ja|<k = (2o|aj<k 1§ Cata)j<k est inversible,
on a, pour tout x :

L0 f(@)jat<i)| < 1 loo + Cha, e D 10 Flloo

|al=k

ce qui entraine, en utilisant la continuité de L~!, que, pour tout a vérifiant |a| < k :

0 f (@] <D | Ifloe + D 10 fllc

laf=k

pour une constante D indépendante de f.
b) Posons ¢ : x — f(Ax), pour un A > 0 a choisir plus tard. Soit /3 fixé.



Alors :
AP £l = 10%g]loo

<C | llgllos + Y 1079lloo
|lal=k

SC N flloo+ XD 110 Flloo

laf=k

ce qui entraine que, pour tout A > 0 :

107 Flloo < C { AN Flloe + MT1PD ™ 107 oo
|a|=k

1/k —1/k .
Pour A = || |56 <Z|a|:k \|8°‘f|]oo> , on obtient le résultat voulu.

c) Soit € > 0 fixé.
D’aprés la question 1., pour tous «, 3, il existe C' tel que :
10805 axlloe < CA™.
De plus, [|ay]lcc < CA* pour une certaine constante .
Pour tous «, 8, en utilisant ces remarques et la question b), on a, si on note |a|+ |5 = k1 et ko >k :
ki1 /ko
10807 ax]loo < Cllax]i® 2 [ > 107 ax]|o
7=k
S Cf(}\,u)lfkl/kg ()\m)]ﬂ/k‘g
— O \#Hm—p)ki/k2

Si on prend ko assez grand pour que p+ (m — p)ky/ky < p+ €, on obtient :
10895 ax ]| = O(AF?)
D’aprés la question 1., cela implique a € SHT€.
3. a) Supposons par absurde que A € Op(S™) mais A ¢ Op(S™~1/2k),
Soit @ € S™ le symbole de A. D’aprés les résultats vus en cours sur le calcul symbolique, A% =

Op(a*) + R avec R € Op(SF™1).
Comme A* = 0, on doit avoir a® € S¥™~1  ce qui implique en particulier :

la(z,OF <CAL+ Y = a(z, &) < CVF(L+ g™

D’apres la question 2.¢), a appartient donc a Sm=1/k+e hour tout e > 0. En particulier, a € Sm1/2k,

C’est absurde.

b) Soient x une fonction non-nulle a support dans [0;1] et ¢ une fonction non-nulle & support dans
[1;2] telle que ¥(3/2) # 0. Soit g € S(R™) telle que x * g(3/2) # 0. L’opérateur A : u — ((ux) * g)
est un opérateur pseudo-différentiel.

Il est nilpotent : pour toute u, x(Au) = 0 puisque ) = 0. Donc A%u = 0.

De plus, il n’est pas trivial. En effet, si u vaut 1 sur [0; 1], Au = ¢(x x g), ce qui est non-nul en 3/2.



