Ecole Normale Supérieure Analyse des équations aux dérivées partielles 2016/2017

CORRIGE TD N°3.

Exercice 1

1. Soit x € CO(R™ x R™) une fonction C* & support compact, telle que x(0,0) = 1.
D’apres la définition des intégrales oscillantes :

/eiy'm:cja(a;,y)dxdy = liné/eiy'xmja(x,y)x(sx,ey)d:cdy
e—

e—0

= limi/ﬁyj [ a(x, y)x(ex, ey)ddy

e—0

= lim —i/e_iy‘x(?yj [a(z,y)x(ex, ey)|dxdy

= —ilim e*iy'zayja(:c, y)x(ex,ey)dxdy

e—0

— 1 lim 5/e_iy'xa(:r,y)(')ij(ew,5y)da:dy.

e—0

La premiére limite vaut —i [ e‘iy'zayja(x, y)dzdy (par définition de cette intégrale oscillante). Pour le
deuxiéme terme, toujours par la définition des intégrales oscillantes :

—ilim [ e”%%a(x, Y)0y, x(ex, ey)dxdy = —i 9y;x(0,0) / e~ WTa(x, y)dzdy

e—0

—ilim € /eiy'ma(a:,y)aij(ex,ay)dxdy =0.

e—0
Cela donne le résultat voulu.

2. On se contente de montrer ﬁ [ e %®a(z)dydz = a(0). Par symétrie entre les variables y et z,
cela suffit.
Lorsque m est suffisamment négatif, a est dans L' et @ est également dans L'. On a alors :

! / a(y)dy = a(0).

(2m)"

—1iy.x _ 1
/e a(x)dydx = G

Pour conclure, il suffit donc de démontrer que si I'égalité est vraie pour tout a € A™, alors elle est

vraie pour tout a € A™*!. Supposons alors qu’elle est vraie sur pour tout a € A™ et supposons fixé
a€ AmtL
Posons b(z) = a(z)(1+ |z|?)~!. On a b€ A™~! C A™. En utilisant la question 1. :

/e‘iy'xa(x)dydx = /6_iy'xb($)dydl‘+Z/6_iwx?b(x)dydx
J

= b(0) — zz / e W9, [x;b(z)] dydx



3. Lorsque 8 = 0, c’est une conséquence de la question 2., appliquée a a(y) = y®/(al).
Procédons maintenant par récurrence sur ||, en utilisant la question 1. On note §; = (0, ...,0, 1,0, ...,0)
(avec le 1 en position 7). On a :

1 » Y@t 1 » y*aP
- e YU 7 iy = —— e, YU 4
(zﬂ)n/e al(B+ o) Y (277)71/6 BB+ oY
1

_ —1 —iy.x yalﬁ
= o /0 [ty v

: a—3d; .0
— —? —iy.a; . y ]':U d d
/6 Y@+ oY

i, a=06; 4.8
? i Y-
= 1o, we dyd
>0 / (a— (B +ao™Y™

Exercice 2

1. On a Id + R = Op(a) Op(b) = Op(ab) + Op(r) avec r € S~1, donc Op(ab — 1) € Op(S~1), ce qui
entraine b = b —1/a = (ab—1)/a € S™™1, puisque 1/a € S™™ (voir question 3. de I'exercice 5 du
TD 2).

2.0n a:

Id+R= Op(a) p(1/a+b)
= Op(a) Op(1/a) + Op(a) Op(d')

=0Op (1+ 285] Oz, 1/a))—|—ab’)+5
=Op 1——285(1 (O;a) +ab’ | + 5

pour un S € Op(S_Q),
3. On a donc : 1
— m73 Z(a@ (L) (arj a) +c, avec ce€ S—m_g'
J

I1 suffit alors de poser by = 1/a et by = m% Zj(agja)(@xja).

Exercice 3

1. On va montrer que b: (x,§) — lg?g()f)u(:v) appartient a A7,



Soient « et 5 des multi-indices.
« le" 1-— X §
2 0b(x, ) = <()> 0%u(z).

Le premier terme du produit est majoré par C(1+ |£])™™ pour une certaine constante C' > 0 (& cause
de la condition d’ellipticité). Le deuxiéme est majoré par Ci(1 + |z|)*¥ pour tout k, puisque u est &
support compact.

Cela implique en particulier que, pour une certaine constante C’ :

|0 07b(x,€)| < C'(1+ || + €)™

2. Pour tout s et pour toute u a support dans U :

_ (71)8 s _ix. ’LL(CL‘) 1 *X(g)
T(u) = /( D)5(xf + ... + 22)%e g(x%+...+x2)5 26 dxd€

2 2 \s | giz€ u() x(§) "
(851 +...+8§n) (x%+".+x%) ] G dxd§

eim~€%(a§1+...+a§n) [ (gg)] dxdé.

La fonction (1 —x)P~! appartient & S~™ donc, pour tout s assez grand, (8521 + .+ 85271)8 [1?(‘5()5)} est

intégrable.
On pose alors, pour tout z € U :

(= 1 . s [L=x(©)
0= Gy @ | e PR

La fonction t est bornée sur U ; elle appartient donc a4 L?(U). De plus, pour toute u € D(U) :

3. On a, pour toute fonction w :

1ol
0T (u) = ((2?)n / et : 6()5)8‘“ (2)dade

_ 2‘|a\ iT. al_X(g)
= oy | S gy e

ce qui s’identifie & une fonction de L?(U) pour la méme raison que précédemment.

Sur tout ouvert borné U ne contenant pas 0, 7' s’identifie & une fonction L?, qui admet des dérivées L?
a tout ordre; en particulier, 7' s’identifie donc & une fonction C*>°. Sur R" — {0}, T s’identifie donc a
une fonction C*.



4. 0On a:

_ (;ﬂn / el (’?f) [P(=D)u] (2)dade

_ (271T)n / P(D,) [ e ;(’é(f) ] u(z)dade

_ (2710” / ¢ p(e) ;égg)u(x)dxdf

- (2710" / ¢y () dadg — (2717)" / . (€ )u(z)dde
= u0) = s [ @ ula)ods

ol la derniére égalité provient de I'exercice 1.
La fonction 7 : z + (2m)7" [ €Sy (£)d¢ est C*° (transformée de Fourier d’une fonction & support
compact) et on a P(D)T = 6y + r.

5. Soit € > 0 quelconque. Soit ¢ une fonction a support dans B(0,¢), qui vaut 1 au voisinage de 0.
Posons T; : u — T(¢u). C’est une distribution a support dans B(0,¢).

De plus, pour tout j, 9;7T:(u) = 0;T(¢u) + T((9;¢)u). La distribution u — T'((0;¢)u) s’identifie & une
fonction de C*°(R"™) car 0;¢ est nulle au voisinage de 0.

On en déduit qu’il existe une fonction 7 € C*°(R") telle que, pour toute u, P(D)T.(u) = (P(D)T')(¢u)+
[7u=u(0)+ [(F+ ¢r)u.

Donc P(D)T. = 6o + (T + ¢r).

Exercice 4

1. La fonction u étant bornée, 'hypothése sur K implique que, pour tout z, la fonction y — K (x, y)u(y)
est dans L', d’intégrale bornée par A||u||so.
Donc Pu(z) est bien défini et |Pu(z)| < Al|ul|oo-

2. a) On utilise, dans la définition de Pu(x), I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour les fonctions f(y) =
K@, 9)] et g(y) = v/IK (@, )lu(y). Cela donne -

2

Pua)? = \ [ 1w

< (/\f(y)\Qdy) (/ !g(y)lzdy>
= ([ 1wty ([ 1wl tka)

<A / K (2, )] [u(y) dy

b) En intégrant sur x I'inégalité précédente, on trouve :

1Pull} < A / K (2, )| July) Pdyde < A? / () Pdy = A2|[u] 2



L’application P est donc uniformément continue, de norme au plus A, de CO(R") vers L?. Par densité,
elle admet donc une unique extension continue de L? vers L?, dont la norme est toujours au plus A.

Exercice 5

1. a)

el a()dg

Jeint ( / iyfu(y)dy) ¢

)&V Ly (y) dydg

ce qui est bien de la forme voulue, pour K(z,y) = (27r) f a(zx, g)ei(z—y)fd@

Come |a(z,€)| est majorée par C(1 + |[€])~("+1)| ce qui est une fonction intégrable, et comme u est

de Schwartz, il n’y a pas de probléme de convergence.
b) Puisque a € S~("+1) .

Kl € G /|axe|da
< 0/<1+ €)= g

< +00

Donc K est bornée.
Pour tout 7 < n, d’aprés les propriétés classiques de la transformée de Fourier :

(2 — )" K (,y) = "7 / O a(x, €)e" "V Edg

1
@)

Donc :

oy =" K@) < G |10 ol €)1

<c / (1+ |¢)) 2+ Dag

< +00

Donc (z,y) — |zj—y;|" ™ K (z,y) est bornée. Cela entraine que la fonction (z,y) — HﬁU—Z/HZﬂK( Y)
est bornée. Par équivalence des normes, (x,y) — ||z — y|[3 T K (2,y) est bornée. Comme on a vu que
K était également bornée, (z,7) — (1 + ||z — y||"*) K (2, %) est une fonction bornée.

¢) D’aprés la question b), | K| est majorée par C(1+ ||z —y||"™)~! pour une certaine constante C' > 0.

Donc :

1 1
sup/K(x,y)\dySC/ndt sup/lK(w,y)ldyéC/ndt
z L+ [[¢] [+ y 1+ [+t



D’aprés le lemme de Schur vu a l'exercice 1, Op(a) s’étend de maniére unique en un opérateur borné
de L? vers L?.
2. Pour k = 0, c’est la question 1.
On suppose maintenant que c’est démontré pour £ —1 > 0 et on le démontre pour k¥ < n. On suppose
donc a € Sk~ (+1),
D’aprés les résultats de calcul symbolique vus en cours, Op(a)* est un opérateur pseudo-différentiel
d’ordre k — (n + 1). De plus, Op(a)* Op(a) est la composition de deux opérateurs pseudo-différentiels
d’ordre k— (n+1). C’est donc un opérateur pseudo-différentiel d’ordre 2(k—(n+1)) < (k—1)—(n+1).
D’aprés I'hypothése de récurrence, Op(a)* Op(a) est continu de L? vers L2. D’aprés I'indication, Op(a)
aussi.
3. a) Soit M > 2sup, ¢cpn la(z, &)|%.
On pose c(x,£) = /M — |a(x,&)|?. Vérifions qu’il s’agit d'un symbole d’ordre 0. Pour tous multi-
indices «, 3, 82‘8? ¢ est une somme de fonctions de la forme :

[T (0879 o) [T (09, )
M (A — Jafy

avecr €ER, a1 +...tas+aj+..+ao, =aet fi+...+ B+ 01 +...+ 6L =8
La fonction M — |a|? est & valeurs dans [M/2; M]. Elle est donc majorée et minorée. Le fait que a
appartienne a S° implique donc qu'un terme de la forme () est majoré par :

C(1+ g™Vl = o1 + (1|77

ce qui montre ¢ € S9.
D’aprés les résultats du cours sur le calcul symbolique, Op(c)* Op(c) = Op(¢) Op(c) + Ry = Op(|¢|?) +
Rs + Ry avec Ry, Ry € Op(S71).
De plus, Op(a)* Op(a) = Op(|a|?) + R3 avec R3 € Op(S~1).
Cela entraine :
Op(c)* Op(c) = Op(M — |af*) + Rz + Ry

= MId — Op(|a|*) + Ry + Ry

= MId — Op(a)* Op(a) + R3 + Ra + R;
et on a bien R3 + Ry + Ry € Op(S™1).

b) D’aprés la question 2. appliquée & k = n, R est continu de L? vers L?. Pour toute fonction u, on a
donc :

| Op(a)ull3 = (Op(a)u, Op(a)u)
= (u, Op(a)” Op(a)u)
= (u, Mu — Op(c)* Op(c)u + Ru)
= M|ul|* = || Op(c)ul |* + (u, Ru)
< M||ul|* + (u, Ru)
< (M +[|R|| g2 £2) [ul



donc Op(a) est continu sur L2

Exercice 6

1. Le noyau est donné par K(z,y) 27r = Jpalz, e ie—y)-E ¢
En intégrant par parties, on peut donner un sens a cette intégrale pour tout (x,y) tel que = # y.

2. Pour tous multi-indices « et §, la fonction (z,v,£&) — a(x, &)@ < est (o, §)-fois dérivable par
rapport a (z,y). De plus, la dérivée (o, 3)-éme est une combinaison linéaire de termes de la forme :

Na(z, €)@ NBeilz—y)£

avec v < .

Puisque a € S~°°, une telle combinaison linéaire est majorée par C(1 + ||€]])~*Y pour une certaine
constante C, ce qui est une fonction intégrable en &.

On peut donc dériver sous le signe somme et K est C*.

3. D’apres le deuxiéme théoréme, Op(a)My = Op(a) Op(?)) est de la forme Op(c) avec :
cr Z 0 a)(0™)
Chaque terme de ce développement asymptotique est a support dans Supp(¢’) x R™. On en déduit qu'il
existe b € S™ et R € Op(S™) tels que b(x, &) = 0 pour tout (x,§) tel que = ¢ Supp(¥) et
Op(a)My, = Op(b) + R

On a de méme My Op(b) = Op(c) avec :
1 (6% (0%
cr Ea ilalol (8§ $)(970)

Pour tout a, (9¢'¢)(95b) = 0, puisque, pour tout &, Supp (93b(.,€)) C Supp(¢)) et Supp (8?@1)(.,5)) C
Supp(¢) et les deux supports sont donc disjoints.

Cela entraine ¢ € S7°°. Donc My Op(b) € Op(S™°) et My Op(a)My, = My Op(b) + MyR € Op(S™).
4. On note K (z,y) = ﬁ |z a(z, £)e'@¥)€d¢ le noyau de Op(a) et K’ le noyau de My Op(a)M,.
Intuitivement, pour une fonction u € S(R™) :

- K'(z,y)u(y)dy = My Op(a) Myu(z)
= ¢(z) Op(a)(Yu)(z)
=o¢(x) | K(z,y)¢(y)u(y)dy

R

- / (B() K (2 )0 (y) uly)dy

donc on s’attend a avoir K'(z,y) = ¢(z) K (x,y)1(y). Justifions maintenant rigoureusement ce résultat.



On note b € S™ le symbole tel que Op(a)My, = Op(b). En utilisant le fait que, pour toutes fonctions
I, fo, [ifo = (27r)_”fl * fo, on a, si u est de Schwartz

1
(2m)"

/ b(ar, )¢ €a(€)de = Op(a) Myu(x)

= g [ a0 Gu(eie
B <27T1>2n / a(x, &)et et (¢’ — )a(€)dg'de
ce qui fait qu’on a : .

b(x7§) =

277')” CL(.’L‘, ) * (eflquj(_))(é-)
En notant K" le symbole de b, on a K" (z,y) = F~(b(z,.))(z — y) donc :

K"(z,y) = F Ha(z,) (@ —y)F e ™d(—.))(x —y)
= K(z,9)¢(y)

—

Un raisonnement similaire (mais nettement plus simple) montre qu’on a aussi K'(z,y) = ¢(x) K" (z,y),
ce qui démontre bien :

K'(x,y) = ¢(x) K (z,y)9(y)

5. D’aprés la question 3., K’ est le noyau d’un opérateur pseudo-différentiel d’ordre —oo. D’aprés la
question 2., c’est une fonction C*°. Puisque K est égal & K’ au voisinage de (z,y), K est C* au
voisinage de (z,y).

Exercice 7

1. a) Soit u € C°(€2). Comme c’est une fonction de la classe de Schwartz, ¢ Opg(a)u = Op(pa)u est
une fonction de la classe de Schwartz pour toute ¢ € C2°(£2). Donc Opg(a)u est C* sur Q.

b) On a : Op(¢gpa)*v = (M, Op(¢a))*v = (Op(¢a))*Mjv = (Op(¢a))*(¢v) = (Op(da))*v.

Et de méme (Op(¢ppa))*v = (M Op(¢a))*v = (Op(da))*v. Cela entraine I'égalité demandée.

¢) Soit u € §’'(2). On définit Opg(a)u € D'(Q) par :

Voe CSO<Q)7 (OpQ(a)u, U> = <u7 (Op(qﬁa))*v>

ot ¢ est une fonction de C2°(€2) valant 1 sur le support de v.

Cette définition ne dépend pas du choix de ¢, d’aprés la question précédente. Les propriétés de conti-
nuité de (Op(¢a))* font que cela définit bien une distribution.

De plus, on vérifie que cette définition coincide avec la précédente pour u € C°(12).

2. a) Soit u € C°(Q).

Soit K l'ensemble (fini) des indices k tels que Supp(u) N Supp(yx) # 0. On a u = Y, p P donc
Au =3 e AMy, u.



Soit x € 2 fixé. Soit J I'ensemble (fini) des indices j tels que = € Supp(v);). Alors :

Au(@) = 3 0,() Au(a)
jeJ
= Z (M?/)jAMiﬁk)u(x)
jeJkeK

== Z Ajku(:n)

jeJkeK

Sij¢Jouk¢ K, Ajpu(xr) =0, donc :

Au(z) = Z Ajpu(z).

J,keEN

b) Par hypothése, pour tous j, k, il existe un symbole aj; € S™ tel que Aj; = Op(ajx).

Pour tout = ¢ Supp(v;), a;ix(x,.) = 0 (puisque A;,u(r) = 0 pour toute u € S(R™)).

Si on pose a = Z(j’k)e 1 @jk, Vopérateur a est bien défini puisqu’en chaque point, la somme est finie.
De plus, pour toute ¢ € C°(f2), ¢ajr = 0 pour tout (j,k) € I sauf un nombre fini. Donc ¢a est une
somme finie de symboles d’ordre m, ce qui entraine que ¢a est un symbole d’ordre m.

Donc a € S]7.(9).

Il faut maintenant vérifier qu’avec cette définition, on a bien Z( kel Aji, = Opg(a).

Pour toute u € S(R™) et pour toute ¢ € C2°(Q) :

"D SN TTEIED SR
(4,k)el (4,k)el
Supp(;)NSupp(¢)#0

(4.k)el
Supp(¢;)NSupp(¢) #D

=Op | ¢ Z ajk | U

(4.k)el
Supp(¢;)NSupp(¢) #D
= Op(¢a)u
= ¢ Opg(a)u.

Comme c’est vrai pour toute fonction ¢, 3 ; 1y Ajru = Opg(a)u.

c¢) De méme qu’a la question 3. de I'exercice 6., M, AMy, € Op(S~>°) si Supp(¢y;) N Supp(vx) = 0.
D’aprés la question 2. de I'exercice 6., ¢’est donc un opérateur a noyau C.

Notons K le noyau et montrons qu’il est a support inclus dans Supp(z)j) x Supp(¢x).

Pour tout = ¢ Supp(¢;), pour toute u € S(R™), Ajpu(x) =0 donc :

K(z,y)u(y)dy = 0.
]Rn



C’est équivalent a K (x,y) = 0 pour tout y € R™. Donc Supp(K') C Supp(e;) x R™.

Montrons maintenant que K (z,y) = 0 pour tous x,y tels que y ¢ Supp(¢g).

Supposons par l’absurde que ce n’est pas le cas : K(z,y) # 0 pour un certain (z,y) € R” x R" tel
que y ¢ Supp(¢). Alors il existe une fonction u, de classe C*°, a support inclus dans un voisinage
arbitrairement petit de y, telle que :

- K(z,y)u(y)dy # 0.

On a alors Ajiu(x) # 0. Mais, si le support de u est assez petit, Supp u N Supp(¢x) = 0 et Ajpu =
My, A(pru) = My, A(0) = 0. C’est absurde.

d) Pour tout (j, k) ¢ I, notons K, le noyau de Aj;. Comme Supp(Kj;) C Supp(¢;) x Supp(¢x), la
somme K = E( kel K}, est bien définie (chaque point admet un voisinage sur lequel seul un nombre
fini de termes sont non-nuls) ; elle est C*°.

On vérifie également que, pour toute fonction u € C°(92), <Z(j7k)¢l Ajk) U= [pn K(.,y)u(y)dy. Cela
implique que E(j7k)¢1 Ajj, est un opérateur a noyau C*.

En posant R = Z(j,k)ﬁ Ajj, et en définissant a comme a la question b), on a bien, d’aprés la question a) :

A= Z Aji + Z Aji, = Opg(a) + R.
(4,k)el (4.k)¢l
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