Ecole Normale Supérieure Analyse des équations aux dérivées partielles 2016/2017

CORRIGE TD N°4.

Exercice 1

1. On introduit une fonction t — X (¢) telle que, si f est solution de Oyf + v -V f = 0 alors f(t, X(t))
est une fonction constante. On définit X (¢) = x + vt avec © € R™ quelconque. Alors,

%f(tal' +ot) = (Ouf +v- Vi f)(t,x + vt).

Donc si f est solution du probléme de Cauchy alors
[, X(t) = f(t,z +ot) = f(0,X(0)) = f(0,2) = fo(x)

d'ou f(t,x) = folx — vt).
Réciproquement, on vérifie directement que (t,z) — fo(z — tv) est une fonction C! qui est solution du
probléme de Cauchy.

2. Introduisons pour t > 0,
t
w(t) =A+ B/ o(s) ds.
0
Par hypothése, cette fonction est de classe C! sur Ry et w/(t) = B¢(t) < Bw(t). Donc
(w(t)e B <0, vt>0

et on en déduit le résultat voulu en intégrant cette inégalité.

3. Soient (t,z) € [0,T] x R™ et 7 la solution maximale associée au probléme de Cauchy considéré. On
note I C [0,7] l'intervalle de définition de 7 qui est un voisinage de t. En utilisant ’hypothése (H2),

on a pour tout s € [ :
S
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D’apres la question 2., on obtient pour tout s € I :

Supposons alors que I # [0,7]. Alors, d’aprés le lemme des bouts, on aurait explosion de v & I'une (au
moins) des extrémités de I i.e.

|y(s)| — +o00, pour s—inf(I)™ ou s—sup(l)”.

Or ceci est exclu d’aprés l'estimation obtenue sur 7(s) pour tout s € I.

4. On résout I’équation et on obtient :

X

yls) = 1—(s—t)x

qui est bien définie pour s <t+1/xsiz>0et s>t+1/xsixz <O0.



D’autre part, le flot caractéristique X de 9; + 2% 0, vérifie
0sX (s,t,x) = X (s,t,2)%, X(t,t,z) =2

On a donc
x
1—(s—t)x
et donc pour t € R, application (s,z) — X (s,t,x) ne peut étre définie sur aucun voisinage de (t, x)
de la forme [a, b] x R d’aprés ce qui précéde.

X(s,t,x) =

5. Pour tous %1, t5 € R et pour tout x € R"”, les applications
t3 — X(tg, to, X(tg, t1, x)) et 13— X(tg, t1, x)

sont deux courbes intégrales de V' passant par X (to, t1, ) au temps to. D’aprés le théoréme de Cauchy-
Lipschitz, 'unicité nous donne qu’elles coincident sur tout leur intervalle maximal de définition c’est-
a-dire pour tout t3 € [0, T7.

6. On utilise le théoréme de dérivation des solutions d’équations différentielles par rapport a la donnée
initiale qui nous dit que pout ¢ € [0, T fixé, Papplication (s, x) — X (s,t,x) admet une dérivée partielle
0z, X (s,t,x) pour tous (s,z) € [0,7] x R" et j = 1,...,n. De plus, cette dérivée partielle est I'unique
solution définie pour s € [0, T] de 'équation différentielle

050, X (8, t,7) = Vo, V(s, X(5,t,2))0, X (5,t,7), 0; X(t,t,2) =¢;

ou e; est le j-éme vecteur de la base canonique de R". Et on a également que 'application (s,z) —
0z; X (s,t,x) est continue sur [0, 7] x R".

En combinant ceci avec I’équation différentielle écrite ci-dessus, on en déduit que pour tout j =1, ..., n,
la dérivée partielle seconde (s,z) + 050:; X (s,t, ) est continue sur [0, 7] x R™.

D’aprés I'hypothése (H1), V(s,-) est C' sur R"™. L’application X(s,t,-) l'est aussi (on a vu qu’elle
admet des dérivées partielles d;, X (s,t,-) continues sur R" pour tout j =1,..., n) donc dans 1’équation

0s X (s,t,x) =V (s, X(s,t,2)), (s,x)€]0,T[xR",
le membre de droite est de classe C en z et on obtient pour tout j = 1,...,n et tout (s,z) € [0, T] x R™ :

02,05 X (8,t,1) = ViV (s, X(5,t,2))0s, X (5,1, 2) = 0502, X (5,1, 7).

7. On a vu dans la question précédente que pour tout (s,t) € [0,7]?, I'application X (s,t,-) est C*
sur R™. D’autre part, pour (s,t) € [0,7]%, d’aprés la question 5. appliquée avec t3 =t = s et to =t
puis avec t3 = t1 =t et ty = s, on a les relations suivantes :

X(s,t, X(t,s,2)) = X(s,8,2) == X(t, t,x) = X(t,s,X(s,t,2)).

On en déduit que X (s, t,-) est une bijection de R” sur R” d’inverse X (s,¢,-)~! = X (¢, s, ). La bijection
X (s,t,-) et son inverse étant de classe C!, on peut conclure.

8. On a vu dans la question 6. que 'application (s,t,x) — X(s,t, ) définie sur [0,7] x [0,T] x R™
admet des dérivées partielles continues par rapport a la variable . On a également qu’elle est C! par
rapport a la variable s puisque par définition 0; X (s, t,z) = V (s, X (s,t,z)). Il reste & voir qu’elle admet
aussi une dérivée partielle continue par rapport a t.



On fixe (s,z) € [0,T] x R™ alors X (s,t,x) est 'unique solution de
F(t,y(t) =0 ou F(t,y) = X(tsy) =

L’application F : [0,T] x R™ — R" est de classe C! et pour tout ¢t € [0,7], la matrice V,F(t,y) =
VX (t,s,y) est inversible. En effet, pour tout (s,t) € [0, T)? et tout x € R™, le déterminant J(t, s, x) =
det(V4X(t,s,2)) est non nul car c’est le déterminant jacobien du difféomorphisme X (s,t,-). On peut
donc appliquer le théoréme des fonctions implicites qui nous dit en particulier que la fonction ¢ — y(t)
est dérivable et vérifie

Loty =~V Pty (1) 0F(t, y(t))

dt
= -V, X(t, s, X(s,t, x))_IV(t, X(t,s,X(s,t,x)))
= V. X(t, s X(s,t,2) 'V (t, ).

Cette derniére formule montre que l'application 0;X est continue sur [0,7] x [0, 7] x R™.
En conclusion, 'application X admet des dérivées partielles continues en tout point sur [0, 7] x [0, 7] x
R", elle y est donc de classe C!.

9. On utilise 'égalité prouvée a la question 5. et on la dérive par rapport a la variable ¢2 (le flot X est
C! sur [0, 7] x [0, T] x R™) pour obtenir :

n
0eX (ts, b2, X (ta, t1,7)) + > O, X (t3,12, X (t2, 11, 7)) 95 X; (b2, t1,7) = 0
j=1
i.e.
n
01X (ts, ta, X (ta, t1, 7)) + > Oa; X (£, t2, X (t2, t1,3)) Vi(te, X (t2, t1, 7)) = 0.
j=1
On conclut en posant t1 =ty =t et t3 = 0.
10. Le fait que f soit C! sur [0,7] x R™ provient du fait que fo est C! sur R™ et que I'application

(t,z) = X (0,t,7) est C! sur [0,T] x R™ d’aprés la question 7.
On a pour tout € R, f(0,z) = fo(X(0,0,2)) = fo(x).
Enfin, on a pour tout (t x) €10,T] x R™ :

O f(t,x) = Vfo(X(0,t,2)) - 0, X(0,¢t, )

et
Oz, f(t,x) = V fo(X(0,t,2)) - 0r, X(0,t, )

ce qui implique que

Ocf(t, ) + V(t,x) - Vo f(t,x) = VIo(X(0,t,2)) - [ BX(0,t,2) + > Vi(t,2) 94, X(0,t,2) | =0
j=1

d’aprés la question précédente.



Exercice 2

1. Pour tout &, on a :
(1+ JE[2)*/2]a % 0](€) < /R A+ IR Rla(n) lo( - n)ldy
<o / (1 + |22 a(n)]| [6(€ — n)ldn
R’IL
Pt / (L4 1€ — n2)2Ja(n)| [o(6 — n)ldn
Rn
= 2% (U * 0| + |a| x v)

ot I'on note U(€) = (1 + [£2)%2a(&)| et V(&) = (1 + |€]2)*/?|5(€)).
Donc :

vl gz = (L + [€1%)**a0(€)] 12

= el L+ 16 2 001

< oy (10 ol + il « V122)

< e (102l + IV s2ll)

= ooy (el ol + Foll )

< Gyl [0+ I 20121+ )72

ol (L 1EP)2al2 | (1 + 1€17) 7] 2)

21+ [€%) =22
- ) el ol

2. On utilise le résultat rappelé combiné avec le résultat de la question 1. (en notant la constante D’
plutot que C) :

t
Vi<T,  unta(t)llms < Dluollas + D/ [l (7) 2=
0

t
< Dljugl|+ + DD’ /0 lan ()13

On en déduit :
2
(1) sup [[un+1(t)||ms < Dlluollms +DD'T< sup IIUn(t)IIHs> :
te[0;T] te[0;T]

Dans les égalités précédentes, D est une constante, qu’on peut supposer plus grande que 1. Si 1 —
4D?D'T||ug||gs > 0, 'équation suivante a deux solutions sur RT :

& = D||ug|| s + DD'T2>.



Notons g la plus petite des solutions. Alors, par récurrence sur n, sup;eo,r] [|un ()|l ms < zo. En effet,
c’est vrai pour n = 0 car ||ug||gs < D||ugl|gs < xo.
Ensuite, si c’est vrai pour n, c’est vrai pour n + 1 : d’aprés I'équation ([1)),

2
sup ||uni1(8)||ms < Dlluollus + DD'T ( sup ||Un(t)||HS>
te[0;T] te[0;T]

< Dllug||zrs + DD'Tz}

= Zy.

On a donc démontré que, si T' < m, alors la suite (u,)nen est bornée dans CO([0; 7], H®).

Montrons maintenant que, sous cette condition, la suite (uy, )nen est aussi de Cauchy dans C°([0; T, H?).
On utilise :

O (Uns1 — tn) + OP(ar) (Ung1 — tn) = up — U = (Up — tn-1)(tn + Up_1)
(Un+1 — un)(0) =0

Toujours avec I'estimation d’énergie rappelée au début de ’exercice, on obtient :

sup |unt1(t) — un(t)|| < DT sup |[(un — tn—1)(un +up-1) ()| a
te[0;T7] te[0;T7]

< DD’T< sup ||un(t) —unl(t)lle> ( sup ||un(t) +un1(t)HHs>

t€[0;T] te[0;T]

< 2290DD'T ( sup |Jun(t) — unl(t)HHS) :
te[0;T]

Or zp < ﬁ. Cela se vérifie a partir de I’équation qui définit zg, en écrivant les solutions. Donc
200DD'T < 1 et la suite (supte[o;ﬂ |1 (t) — un(t)||) N est géométriquement décroissante. Cela

ne
entraine que (uy)nen est de Cauchy dans CO([0; 7], H®).

Le fait que (un)nen est a la fois bornée et de Cauchy entraine le méme résultat pour u2. On a alors
que dyu, = u2_; — Op(az)uy, forme aussi une suite de Cauchy, dans C°([0; 7], H*~1).
Donc (uy )nen est de Cauchy dans CO([0; T, H®) N CL([0;T], H™1).
3. La suite (uy)nen converge vers une limite u € CO([0; T], H*) N C([0; 7], H*™1).
On passe I'équation définissant wu,, 41 & la limite dans C°([0; 7], H1) :
Oru+ Op(ay)u = u”.

On a aussi u(0) = ug puisque uy,(0) = ug pour tout n.
Donc u est une solution au probléme voulu.

Exercice 3

1. On commence par construire bg. Pour cela, comme suggéré, on introduit F' une fonction de classe
C qui coincide avec une détermination de la racine carrée sur {z € C tq Re(z) > ¢}. On pose :

bo(a,€) = (1+ €)™ F (alz, €)1+ [¢5)7/2).



Il s’agit d’une fonction C*°. Pour tout (z,&) tel que [{| > R :

bo(x,£)* = a(x,¢).

On vérifie en calculant les dérivées que by appartient a S™/2.

D’aprés le théoréme de calcul symbolique sur la composition, Op(by) o Op(by) = Op(b) + R avec
R € Op(S™~1). Comme b2 — a est & support compact en &, Op(a) — Op(b2) € Op(S~>°) donc Op(a) —
Op(bo) © Op(bo) € S™ 1.

On suppose maintenant que la suite a été construite jusqu’a by et on construit b1 € §m/2=(k+1) te]
que Op(a) — Op(bo + ... + b41) © Op(bo + ... + by1) € Op(S™+72).

On pose b’ = by + ... + by. Par hypothése de récurrence, on a Op(a) — Op(¥’) o Op(b') = Op(c), avec
ce Smk-l,

Il existe ¢/, R’ > 0 tels que, pour tous (z,§) :

(2) V(2,6 = L+ €)™ s ¢ = R

En effet, Op(a — b?) € Op(S™ 1) donc |b(z,&)* > |a(z,€)| — C(1 + |€))™ ! pour une certaine
constante C'. L’équation se déduit donc de la condition d’ellipticité imposée sur a.
On choisit G : C — C de classe C* telle que G(z) = 1/z si |z| > ¢/. On pose :

b (€)= CZEL G (2, €)1 1€Y1 [Py

C’est un symbole de S™/2-F—1,
D’apreés le théoréme de calcul symbolique sur la composition :

Op(a) — Op(b' + bg11) 0 Op(V' + by1) = Op(a) — Op(b') o Op(b') — Op(2V'bg11) + S
= Op(c—2b'bp41) + S

avec S € Op(Sm~k-2).
Le symbole ¢ — 2b'bi11 est & support compact en €. Il appartient donc & Op(S~°°). On a ainsi :

Op(a) - Op(b/ =+ bk+1) o Op(b/ 4 bk—i—l) e Op(sm—k’—Q)

ce qui est ce qu’on voulait.

2. Il suffit maintenant de choisir b tel que b ~ ZjeN b; (on a vu dans 'exercice 4 du TD 2 qu’un tel b
existait toujours).
En effet, pour tout K, b— (by + ... + bg) € Op(S™/?>~(KE+1D) donc :

Op(b) 0 Op(b) = Op(bo + ... + br) 0 Op(by + ... + bx) + S1
= Op(a) + S2 + 51

avec Sp, Sy € Op(S™—(K+1)),
Puisque c’est vrai pour tout K, Op(b) o Op(b) — Op(a) € Op(S—).



Exercice 4

1. Soit b € S™™ tel que Op(b) 0 Op(a) = Id + R avec R € Op(S™°) (on a vu qu'un tel b existait dans
lexercice 5 du TD 2).
Alors, pour toute u :

[ullzrs < |[(Id + R)ull s + [| Rul| s
= [[Op(b) o Op(a)ul[gs + || Rul| #rs
< [|Op(O) | rs=m— s || OP(@)ull grs=m + [ Rl rre—s s l|wll e
On pose Ko = || Op(b) || ggs—m s et K1 = | R|| gt gs (ce qui est fini puisque R € Op(S~>)).
a) On a :

Re (Op(a)u, ) = 5 ({Op(a)u,u) + (u, Op(a)u)
:<; +Op())uu>.

D’aprés les théorémes de calcul symbolique, on sait qu’on a Op(a)* — Op(a) € Op(S™~!). Donc il
existe R € Op(S™1) tel que :

- (Op(a) +Op(a)*) = 1 (Op(a) + Op(@)) + R = Op(Re(a) + 1,

ce qui donne alors Re (Op(a)u,u) = (Op(Re(a))u, u) + (Ru, u).
b) T est un opérateur continu de H(m=1/2 yers H=(m=1)/2_0On a donc, pour toute v € H(™Mm~1)/2 .

|{(Tu,u) | < | Tull g-en-vrellull gom-s < N gom-1/2_ g2 w212

¢) Soit x : R™ — R une fonction positive & support compact qui vaut 1 sur B(0,r). On pose a =
Rea(z, &) + Ax(€)(1 + |€]?)™/? pour un certain A € R*, choisi suffisamment grand pour que :

(3) V(z,&) € R" x R", a(x,&) >c(14 €)™

Alors b = v/a est un symbole de Sm/2,

D’aprés les théorémes de calcul symbolique, on sait qu'on a Op(b)* o Op(b) = Op(|b?) + S avec
S € Op(S™~1). Comme |b|? — Rea est un symbole & support compact en &, |b|?2 — Rea € =, ce qui
entraine :

Op(b)* o Op(b) = Op(Rea) + S’ avec S’ € Op(S™1).

De plus, d’aprés 1’équation , le symbole b vérifie la condition de la question 1. (pour m remplacé
par m/2). Il existe donc des constantes K, K’ > 0 telles que :

Vue H™?,  (|Op®)ull 2 > K|l gz — K'l[ull ron-1/2-
ce qui implique, pour des constantes K et K/ bien choisies :

Vue H™?, [ Op®)ulfs = Killulfme = Killulfon -



Alors, pour toute u € H™/?

Re (Op(a)u,u) = (Op(Rea)u, u) + (Ru,u)
= (Op(b)* 0 Op(b)u, u) + (R — S")u,u)
= [|Op(b)ul3 + (B — §')u,u)
> [|Op(b)ull3 = CllullFron-1,2
> Ki|[ull3m2 — (C + KDl Fom-12-

3. Si s > (m—1)/2 c’est une conséquence directe de la question 2.c) puisque ||ul/gs > ||u|l gom-1)/2
pour toute wu.

Supposons maintenant s < (m — 1)/2. On pose t = 7 (1 - m%%), r o= mﬂ:ggl, p = 2m72552f1 et
q=2(m — 2s).

On a 1/p+1/q = 1/2 donc, pour toute u € H™/?, par Hélder :

lall ez = (1 + [€3) D4 a(€)]|2
= (1 + R @I (L + €)™ DA a2
< M@+ PN N L+ (€3 DA a7l

= 11+ €™ 2 a@) I+ 1P ae) I

2 2
2 Ml e,

1
1

= [Ju]

ce qui entraine, pour tout € > 0 :

4 4 2eP 2
el sz < Nl 302l 374 < e [

L’inégalité de la question 2.c) donne alors :
m/2 2 2 g2 12
Vue B2 Re(Op(a)uu) 2 (Co— ~Cre? ) [ullyms — Cre"” Jullh

ce qui est bien de la forme voulue si € est assez petit.

Exercice 5

On suppose pour 'instant A fixé.
On pose, pour toutes u,v € HE(Q) :

B(u,v) = (Liu, Lv) + ... + (Liu, Liv) + A (u, v) .

C’est une forme bilinéaire. Elle est continue sur H¥(Q) car, pour tout ¢ < s, L, et L} sont continues
de HE(Q) vers L2(Q).

De plus, pour toute u € H, (’f(Q), si on note 4 la fonction qui coincide avec u sur €2 et qui vaut 0 en-dehors
de 2, on a u € Hk(R”) (on rappelle que ce ne serait pas vrai pour n’importe quelle u € Hk(Q) mais
qu’ici, on suppose que u appartient & 'adhérence dans H*(Q) de C°(Q), ce qui rend cette affirmation
vraie).



En utilisant la question 3. de ’exercice 4 :

B(u,u) = B(u,u)
= (Lha, Lia) + ... + (Lia, Lia) + X (@, @)
= ((Lyo Ly + ...+ Ly o L), @) + A3
= (La,a) + A|all3
> Aollal|Fe — Bollal3 + Allal3
> AollullFp — Bollull3 + Allull3
Si A est plus grand que By, les hypothéses du théoréme du théoréme de Lax-Milgram sont donc vérifiées

(pour H = H}(12)). Le théoréme garantit alors 'existence de u € HEF(Q) telle que B(u,.) = f, ce qui
est équivalent & I'existence d’une solution faible du probléme de Dirichlet.

Exercice 6

La) Ona: [T = /IT; 5] < w(0).
b) On a :
15 Tl = T T (T Tog )|
= ¢||T*T Ty T T |
< \/llTS}Tz‘2H T3 Tl T T VT3 | 1Ty Ty 1 T 5 1T
< w(iy —i2)w(iz — 13)..w(ian—1 — dan )\ /1175 I T |
S w(O)w(il — ig)w(ig — i3)...w(i2N_1 — iQN).
c) Soit N € N*. On a :
I = > ThTuy
i1,..,ioNEF
< DY w(0)w(iy — ig).w(ian_1 — dan)
i1,..ioNEF
< w(0) > w(ka)w(ks)...w(kan)
i1€EFka,....koNEZL
=w(0) > o*N!
el
< Card(F)o?V
Au moins lorsque N est une puissance de 2, on a, en utilisant 'égalité ||A*A| = || A|? :

= |U| < (Card(F))/N)g



En passant a la limite N — +o00, on obtient le résultat demandé.

2. a) On suppose que c’est vrai en dimension n = 1 et on montre que c’est vrai pour tout n. On procéde
par récurrence sur n.

Pour n =1, c’est vrai par hypothése. Supposons maintenant que c’est vrai pour n > 1 et montrons-le
pour n + 1.

Soit (ug)reny une base hilbertienne de L?(R) constituée de fonctions de la classe de Schwartz (on
admet qu’une telle base existe). Puisque (ug, (21)...tk,,, (Tni1))ky,.... kny1eN €St une base hilbertienne
de L?*(R™), il suffit de montrer que, pour tous ki, ..., kni1, K, ..., klp g :

| (OP(@) (et ) g i )| < M

pour une constante M majorée par une combinaison linéaire des normes de certaines dérivées partielles
de a.

<Op(a)(u;Cl e Uk )5 U "'uk%+1>

1

:W /CL({L‘l, ceey Tn4-1y 51, ceny €n+1)€im'£ﬂk1 (61)...akn+1 (§n+1)

X ukll (xl)...uk%_H (xn+1)dx1...dxn+1d§1...d§n+1
= (Op(b) (k1) i, )

si on note :
V(CII,E) € RQ? b(IE?g) = <Op(a(7$7 75))(uk1ukn)7uk’luk‘%> .

Puisque Op(a(..., z, ..., £)) est un opérateur pseudo-différentiel en dimension n, il est continu de L?(R"™)
vers L2(R™), par hypothése de récurrence. De plus, sa norme est contrélée par la norme de certaines
dérivées de a. Donc b est une fonction bornée, dont le suprémum est majoré par une combinaison
linéaire des normes de certaines dérivées de a.

En dérivant sous le signe somme, on voit que b € 8870 et que, pour la méme raison que précédemment,
toutes ses dérivées sont majorées par des combinaisons linéaires des normes de certaines dérivées de a.
On peut donc appliquer & b le résultat pour n =1 :

VEL ooy b1, K oo B ’<Op(a)(uk1....ukn+1),uki...uk;+l>) < Op®)|| 1212

ce qui conclut.
b) On a : (14 0;)d(x) = xe L0 et (1 + 0;)?¢(z) = e %1 >0.
La dérivée de e”*1,>0 vaut (cela se vérifie par intégration par parties, en utilisant la définition de la
dérivée au sens des distributions) dy — e *1,>0, ce qui entraine le résultat.
¢) a=axdog =ax((1+0:)3(1+ ) [B)d(©)]) = (1+0,)*(1 + 3e)%a) x (6(2)6(€))
d) L’application Ay envoie une fonction de L? vers une autre fonction de L?. En effet, pour toute
fer?: K
A () (@) = 2m(x — ) F (. — 1) f) (2).

La multiplication par ¢(. — s) est continue de L? vers L? (car ¢ est bornée), F~!, la multiplication par
#(. —t) et F aussi. Donc Ag est une composition d’opérateurs continus de L? vers L2
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Les multiplications par ¢(. — s’) ou ¢(. — t') sont leurs propres adjointes. L’adjoint de F est 27F ! et
celui de F~! est (2r)~1F. Donc :

Ay (f) = 20 F 1 (. = ) F (6. = 8) f)).

En composant avec Ag; :
Ay (D) =27 [ (o = )0l — ) [ol€ — ) (6.~ )1)(©)] de
—2n [ D0 = 0(6 — 00l ~ )y — o)) dds
~ [ Klww) o)y

si on pose K (2,y) = 2rd(x — 5)p(y — &) [ € VEH(E — 1)p(€ — t')dE.
e) On a:

K(z,y) = 216(z — s)b(y — &) / T DEG(E  t)p(E — )de
= 2md(a — s)ply — ) V)2 / EEVE(E — (£ — ) /2)(E + (¢ — ')/2)de
2
T iy [T e (2 (1Y) e
= Joa =gty )0 [T ey (s (5 )) 2

Or on vérifie que :

(2+ 85)3

2
t—t'\?\ _ _ iy
(52_ <2> ) ‘ 2§]1€>tt1/2] = 246 ez o pyo +2(8 = )27 016,y 0 (6).

La fonction £ — 56_25]1§Z‘t_t/‘/2 est dans L', avec une norme majorée par Alt — t’|e‘|t—t/| pour une
certaine constante A. Sa transformée de Fourier est donc dans L°°, avec une norme L°° majorée par
Alt — t'|e =1,

La transformée de Fourier en z — y de § — 2(t — t/)26_|t_t/|6|t,t/|/2(§) est :

2(t _ t/)2€—|t—t’|e—i(x—y)|t—t’|/2‘

/ etle=v)E [ £2 e % d¢
jt—t/]/2 2

T iay)e (o (=) e
/ T vE2 4 93 | [ - [ —— e % | de
[t—t/] /2 2

<At —t|e = p ot — ) 2e 1Y
< Melt=t12,

Donc :

2 — iz —y)P’
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Donc :

K (2,9)] < So(e — 5)o(y — )

+oo . t _ tl 2 2
/ o= g2 _ (2 e %d¢
jt—t/]/2 2

< M'é(x — s)p(y — 8>|2-¢(i-@|3

< M"¢(x — 8)(y — 5)(1 + & —y|) e 02,

N Y
o lt=t'1/2

f) On a :

/ K (2, ) 2dady < C%e ="' / (14 ]z — y)Slé(x — 5)2loly — &)|Pdady

C2€—|t—t’|

1 /(R+)2(1 +|(x—y)+ (s — s’)|)*6m2y267(z+y)dmdy

< Me It (14 |(x —y) + (s — &) Se= @0 2qzdy
(RF)?

+o0o
= Me Y / (/ e‘Z//de'> (14 |z + (s — s")])"%dz
R A\ V]|

= M'e~ 1= /(1 + |24 (s — ")) Se7I#/242
R
= M'e~ 1t (/ (1+ ]2+ (s — &)]) B A4,
|2|<[s—s'|/2
+/ (14 |z + (s — s’)])_66_|z|/2dz>
|2[>[s—s'|/2

< M (14 s—s’|)‘6/ o2,
|2l <|s—s'|/2

+ / e—lz/zdz>
|z[>]s—s'|/2

< M///ef|t7t’|((1 + |8 . S/’)fﬁ + 67|sfs’|/4)
< M////€—|t7t’|<1 + |S _ 8/’)76.

On applique une racine carrée et I'indication donne le résultat.
g) Pour toute f :

Op(a)(1)(x) = 5 [ alaw e fie)ae

! / 9(5.0)0(x — 8)B(E — D)™ (&) dedsdt

T or

_ % / o5, 1) Awg(f) () dsdlt.
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Donc Op(a) = 5= [ g(s,t)Agdsdt.

La fonction g est bornée, puisque a appartient a 5’8’0, et sa norme infinie est majorée par une combi-
naison linéaire des normes de certaines dérivées de a. Le théoréme admis donne donc le résultat si on
peut Pappliquer.

Posons h((s,t),(s',t) = ¢'/2(1 + |s — &'|)73/2e~1t=¥'I/4 11 suffit de montrer que Popérateur ayant h
pour noyau est borné de L?(R?) vers L?(R?). C’est une conséquence du lemme de Schur (vu dans le
TD 3), puisque :

Y (s,t), /]h((s,t),(s’,t’))]ds’dt’ :01/2/(1+ 1S) 7327 1T/ 4SdT < +o0,

(s 1), /|h((s,t),(s',t'))|dsdt:c1/2/(1+ 1S]) =32~ 1TV AdS T < +oo.
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