Ecole Normale Supérieure Analyse des équations aux dérivées partielles 2016/2017

CORRIGE TD N°6.

Exercice 1

1. La démonstration s’obtient facilement & partir de la décomposition en séries de Fourier. La principale
difficulté consiste & ne pas se tromper dans le calcul des constantes. Pour cela, il est important d’intro-
duire un produit scalaire sur espace des fonctions L?(]0,T[) et une suite de fonctions orthonormées
pour ce produit scalaire. Par exemple, considérons le produit scalaire usuel : (f,g) = fOT f(t)g(t)dt
On pose alors e (t) = T~'/2exp(2iknt/T). Ces fonctions sont T-périodiques et on a (ex,e;) = dt.
Introduisons les coefficients de Fourier

2i7rkt
U = (u, ex) \F exp T ) dt.

En intégrant par parties, on vérifie que les coefficients de Fourier de v’ vérifient

u / )e 2i7rk:t> dt = 22—Wku
k \F XP T =7 k-

On en déduit grace a la formule de Plancherel appliquée a u et a v’ que

T Tv 2 T
2 2 ~ 12 21~ 12 / 2
/0 DPdt =Sl = 3 il < 3 k2l —<%> /0 (1) dt,

kEZ keZx* keZ*

ot I'on a utilisé que 4 = T~1/2 f(;f u(t)dt = 0.

2. Si v = 1, on obtient ce résultat facilement a partir de la décomposition de la solution en séries de
Fourier et de I'identité de Plancherel. Pour v # 1 on procéde de la facon suivante. Notons d’abord que,
par périodicité en z,

d s ™
— u(t,z)dr = Oz (v(x)0zu) dz = 0.
dt J x -
On en déduit que f u(t,z) dz = 0 pour tout temps ¢t > 0 puisque cette propriété est vraie initialement

par hypothése. Ceci va nous permettre d’utiliser I'inégalité de Poincaré-Wirtinger. Ensuite on multiplie
I’équation par u et on intégre sur [—m, 7| pour obtenir

s [ wterdes [Ca@@u(n)? e —o

Comme v est minorée par une constante strictement positive, I'inégalité de Poincaré-Wirtinger assure

que

2dt

pour une certaine constante C; > 0. Puis en utilisant I'inégalité de Poincaré-Wirtinger, on obtient
Iexistence d’une constante C' > 0 telle que

o3 | uttarde<-cy [ @t

—Tr

1d [7 , O[T ,
- < — .
5 _Wu(t,x) dr < 5 /_ﬂu(t,m) dx

L’inégalité voulue provient du lemme de Gronwall.



Exercice 2

1. Siu € C2°(Q2), on peut étendre u par 0 en une fonction définie sur la bande R, que I'on note encore u.
Comme u s’annule au bord de cette bande, on peut écrire

Tn Oy

e — (2, t)dt.

w(z', z,) =

L’inégalité de Cauchy-Schwarz implique que

(a2 < (/_R 1dt> /_R 59;(9;’,& dt.
On en déduit trivialement que
lu(z, z,) > < (/_Zldt) /_z (izl(:n',t) 2 dt.
Puis, en intégrant sur R, on obtient
// lu(z, z,)|? do'dz, < (2R) // 9z (2,1 da:’dt,

d’ou I'inégalité voulue.
2. a) C’est clairement une application bilinéaire. La forme quadratique associée & B (appelée I'énergie
de u) est donnée par

E(u):B(u,u):/Q(\Vu(z‘)|2+V($)u2(:U)) do

et est une quantité positive ou nulle car V' > 0 par hypothése. De plus, en utilisant I'inégalité de
Poincaré, on a pour u € H} () :
1
—F U 1+C%)||Vu 1+ C%)E(u
1+ ”VHLOO ( )— H HHl(Q) ( P)” HL2 —( P) ( )

ot Cp > 0 est la constante provenant de I'inégalité de Poincaré. On en déduit que B(u,u) = 0 implique
que u = 0 dans H}(Q) et u — E(u)'/? définit une norme équivalente a la norme || - &1 (@)

b) D’aprés la question a), B est une forme bilinéaire continue et coercive. D’autre part, on définit la
forme linéaire L sur H{ () par

Yo e HYQ), L(v)= / F(z)v(z)dx.
Q
On vérifie grace a Cauchy-Schwarz que L est bien définie et continue sur H{ () :
Vo e Hy(Q), |LO) <IFlp2@llvllizze) < 1Fllz@ vl ae)
On applique le théoréme de Lax-Milgram qui nous dit qu'il existe un unique u € HZ(Q) tel que

B(u,v) = L(v) pour tout v € H}(Q). En particulier, cette relation est vraie pour tout v € C1(Q) et
u € HE(Q) est donc I'unique solution faible du probléme de Dirichlet homogéne.



Exercice 3

Supposons par 'absurde que ce résultat est faux. Alors on peut trouver une suite (u,) d’éléments de

H(Q) tels que
1
/ up(z)dx =0, / ]un(a})\2 dr =1, / |Vu,(x \Qdac < =
9) 9) n’

Comme (u,) est bornée dans H'(Q), puisque l'injection de H'(Q) dans L?(£2) est compacte, on peut
extraire une sous-suite (uy, ) qui converge fortement dans L?({2) vers une fonction u. Comme Vi,
converge fortement vers 0 dans L?, on en déduit que (uy, ) est en fait une suite de Cauchy dans H(€2),
qui converge dans H'(£2). On en déduit que u vérifie :

/Qu(:z:) da =0, /Q u(z)[>dz =1, /Q Vu(z)|? dz = 0.

Donc u est une fonction non nulle, constante et nulle en moyenne. D’otl la contradiction.

Exercice 4

1. Par densité, il suffit de prouver I'inégalité pour f € C!(R™). On écrit la formule de Taylor avec reste
intégral pour f entre z et y € €2 :

1
f(w)—f(y)z/o Vi) (e —y)dt ot z=(1—t)etiy.

On multiplie cette identité par v(y) et on intégre par rapport a y € € I’égalité obtenue, ce qui donne :

1
f(@) = (f)y = /Q /0 V() - (x —y) diw(y) dy.

En utilisant ensuite I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

Ju@-wpraas [ [ / IV F0) 2 2 — yl? dt v(y) v(w)dyda

<cl///1/2yw (2¢)|? dtdz v(y) dy+01////2|Vf 2) | dtdy v(x)da
_Cl//m/ty IV £(z) —dtu dy—l—Cl///z//m IV £(z) \Q—dty( )da

<20 / Vf(2)2dz,
Q

ou on a noté

C1 = [|v| Lo diam(92)?,
Qt,y) ={zeR", (z —ty)/(1 - 1t) € Q},
(t,2) = {z €R", (z — (1 — t)z)/t € Q).

On en déduit alors I'inégalité de Poincaré-Wirtinger avec la constante k = 1/(2Cy ||1/v|| o).



De plus, on a
[ Pv= [ = infe= [ 17 = OuPv+ 12
Q Q Q
d’ou la deuxiéme inégalité.
2. On cherche W sous la forme W (z) = €?{*). On calcule ensuite :

— 2

puis finalement

@ @ @ @2
—OW +b1p,

d—1 2 2
L'W =AW —z- VW = <72+7 8 2l vy |:c|>

IN

avec le choix de # = v =1 puis R et b assez grands. En effet, pour 6 =y =1, on a

LW <y W, avec 9(x) —— —o0.

|z| o0
Donc il existe R > 0 tel que si |z| > R, alors ¢(z) < —1. D’autre part, par continuité de ¢ et W, on
peut définir b = max|,<p((¢) + 1) W). Ainsi, on a
() W(r) < =W(z) = =W(z) + blper(z), silz|>R
et
Y()W(z) = () + YW (z) = W(z) < -W(x) +b=-W(z) +blger)(z), silz]<R.

3. Il suffit de calculer 0,,G(z) = —x; G(x) pour j = 1,...,n puis Oy, G(7) = —G(x) + x? G(x).

%
4. a) On réécrit I'inégalité de la question 2. de la maniére suivante :
L*W (z) b
1< — 1
S Tow) oW Een®):

Vo eR".

Il suffit de prouver l'inégalité pour g € D(R™) par densité. On considére donc g € D(R™) et on a :

L*W b 1

2 2 2

g°G < —/ g G+/ 9" —G=T1+ T
/n A 0 Jpo,r) = W

D’une part, comme VG + G =0, on a :

2 2 2
g g g
0T, = vWiv (L) g+ va +/ . VWG
! - {<W> W } "W
92

g 9> 2
= 2 YW -VaG - VW
/n W 96 /Rn ez VWG

= / Vgl* G -
R™ R™

< / Vg* G.
Rn

%VW—vng




D’autre part, en utilisant 1'inégalité de Poincaré-Wirtinger avec 2 = B(0, R) prouvée a la question 1.,
on obtient :

0 1
T = / 9 =G
b Bo,R W

B(O,R) B(O,R)
(/ G) (<9>3R+C/ IVg|? VR>
B(0,R) B(0,R)

ou C est une constante strictement positive.
En regroupant les deux estimations précédentes, on a montré que pour une certaine constante C' > 0,
on a :

) | #e=c(wi,+ [ 19 G).

b) On considére maintenant h telle que [, h?G < 00 et [, [VA[*G < 0o. On sait que pour tout ¢ € R,
on a

&) [ h-tere<o@ = [ (n-orc

IN

IN

car ¢ est une fonction polynomiale qui atteint son minimum en (h)g. On définit g = h — (h),,, de

sorte que (g),, = 0, Vg = Vh. En utilisant tout d’abord puis , on aboutit a

[ =terc < [ #c
< ot + [ IVaP G)

= C | |Vh]? G,
Rn

VR

pour une constante C' > 0, ce qui termine la preuve de 'inégalité de Poincaré.

5. En utilisant la relation G G~ = 1 et le fait que V,(G~!) = 2 G~!, on obtient une forme équivalente
de I’équation de Fokker-Planck :

of = dlvx(vxf + vazG_l)
— div, (GV.(fGY)).

6. Quitte a remplacer f(t,-) par f(t,-) — (fo), on peut supposer que (f(t,-)) = 0 pour tout ¢ d’aprés la
question 5. On a :

1d L 1 : f f
37 RanG 1= /n(atf)fG lda:_/ndlvm <va<G>> ad:v

2
:_/G

Vzéf dx.




On utilise ensuite I'inégalité de Poincaré démontrée a la question 4. que I'on applique a la fonction
g = f(t,.)/G. On remarque de plus que (g)g = 0, ce qui nous donne

2
2¢l<-cp | G (éf ) de = —Cp | f2G7' da,
]Rn

Rn

1d
2 dt Jgn

puis on conclut grace au lemme de Gronwall.



