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CORRIGE TD N°7.

Exercice 1

1. a) Pour tout = € R, |G(2)| < |z|||G'||se- Donc |G o u| < |u| ||G||so et, si u € H' € L?, Gou € L2
b) Si u est de classe C!, alors G o u est dérivable au sens classique, de dérivées partielles :

0j(G ou) = (G o u)dju.

On suppose maintenant seulement u € H'(€). Soit (u,)neny une suite de fonctions C! convergeant
vers u dans H'(€).
La suite (G o uy,)nen converge dans L2 vers G o u. En effet, pour tout n :

|G o un = Goul < |G']os|un — uf
= |Goun = Goully < |G |lclun — ull2.
Quitte & extraire, on peut supposer que u, converge simplement vers u presque partout (propriété
de L?). Alors, (G’ o uy,)d;u, converge dans L? vers (G’ o u)dju. En effet :
(G 0 un)djun — (G o u)djully < (G 0 un)(@jun — dju)l2 + 0;u(G" 0 up — G" o )2
< G llocllOjun — djullz + [[0;u(G" 0 un — G o w)2.

Puisque G’ est continue, G’ o u,, — G’ o u converge simplement vers 0 presque partout. Par le théoréme
de convergence dominée, on a alors ||0;u(G’ o up, — G’ o u)||2 — 0. Cela implique que

(G o un)0jun — (G' 0 w)djul|, — 0.

Donc G o u,, converge dans H! : c’est une suite de Cauchy dont toutes les dérivées partielles forment
une suite de Cauchy. Sa limite est G o u (puisque les limites dans L? et H' coincident, si les deux
existent). Donc G ou € H' et, pour tout j :

0j(Gou) = lim 9;(Gouy,) = lim (G owuy,)dju, = (G ou)dju.

n—-+00 n——+00
2. a) Posons G(t) = e~/ si t > 0 et G(t) = 0 sinon. Cette fonction convient.
b) La fonction G o u appartient a H', d’aprés la question 1. De plus, elle est nulle sur le bord de €2,
puisque u < 0 sur 9N et G =0 sur R™.
Comme H& est 'ensemble des fonctions dont la trace sur 02 est nulle, Gou € H&. Donc (Lu, G ou) = 0,

d’aprés la définition d’une solution au sens faible.
Ainsi :

0= A Z aij(z)05u(z)diu(x) (G o u(x))dx
1<4,5<n
2 / oulxr xZ.
> [ NVu@P(E o ute)d

¢) La fonction z +— |Vu(x)|>(G’ ou(x)) est a valeurs positives. Puisque son intégrale est nulle, elle doit
étre nulle presque partout. Donc (Vu)(G’ou) = 0 presque partout. Puisque (Vu)(G'ou) = V(Gou), la



fonction G o u est de gradient nul presque partout. Comme elle vaut 0 sur le bord de €2, cette fonction
est nulle, ce qui entraine u < 0 sur presque tout 2.

Exercice 2

1. Soit ¢ € R. Comme suggéré dans I’énoncé, on introduit n € C2°(B(R)) telle que 0 < n < 1, qui vaut 1
sur B(r) et telle que |Vn| < 2/(R—r). On pose ¢ = (u—c)n* € C°(£2). Comme u est harmonique, on
a fQ ¢ Audx = 0 (intégrale bien définie car ¢ est a support compact). En intégrant par parties, on a :

/ Vu - (772Vu +2(u — ¢)nVn) dz = 0.
Q
D’ou
/ n?|Vul|? dz = —2/(u —c)nVu - Vndx
Q Q

<9 / lu — el V|| V] dac
0

1/2 1/2
<2 </ lu — C\QIVn\Qd:r> </ |Vul|* n? d:c> .
Q Q

On en déduit en utilisant le fait que V7 est a support dans B(R) \ B(r) et |[Vn| < 2(R—7) :

/ |Vu|? de < / n?|Vul? da < 4/ lu — c|*|Vn)? dx
B(r) Q Q
16

< lu — c|? d.
(R—r)? /B(R)\B(r)

2. D’aprés la question précédente, pour tout R’ < R, on a une estimations du type
/ Vul?dz < C(R, R’)/ luf? da
B(R) B(R)

ou C(R, R') est une constante strictement positive dépendant de R et R'. Siu € C*°(2) est harmonique,
ses dérivées le sont également. On en déduit alors que pour R’ < R/, on a :

/ |V2u|? dx < C(R’,R”)/ \Vu|*dz < C(R',R")C(R, R’)/ |u|? dz.
B(R") B(R') B(R)
On obtient le résultat voulu en itérant cet argument.

3. On introduit une approximation de I'identité ¢.(y) = e "@(y/e) ou ¢ € C°, ¢ > 0 et [z, pdr = 1.
Soit u € H'(£2). On pose uz = u* ¢e. Alors u. € C*(€2) ot Q. = {x € Q : dist(z,99Q)) > €}. De plus,

ue est harmonique car

/QE Vue - Vodr = /5 (/n w(y)Vade(z — y) dy> - Ve(z) dz
- /Q < L Vel = y)oe(y) dy) - Vo(x) da

= / </Q Vau(z —y) - V() dx) ¢e(y) dy = 0.



On peut donc appliquer la question précédente & u.. Comme u. converge vers u dans L?(B(R)), on
obtient que u. est de Cauchy dans H*(B(R/2)) et en passant a la limite on obtient que u € H*(B(R/2))
(u étant la limite de u. dans L2(B(R)), par unicité, c’est également la limite de u. dans H¥(B(R/2))).
Ainsi, on a prouvé que pour tout s € N, il existe Ry > 0 tel que u € H*(B(Rs)), on peut ainsi conclure
en utilisant linjection de Sobolev H*® ¢ ¢Cls—7/2),

Exercice 3
Soit n € C°(Q) positive et valant 1 sur . La fonction n?u est dans H{(Q) (c’est une fonction de H*

nulle au voisinage de 0f2).
Calculons <Lu,n2u> = <f, 172u> :

d d
<Lu,772u> = Z / aij(amju)ami [772U] +Z/ bi(axiu)WZu"i'/ CU2772
Q PEEAY) Q

[ 2010, 0)(01,) + 2 S / a57u(D; ) (e, )

=1

d
‘1‘2/952‘(8%“)772“4‘/90“2772-
i=1

]
S—.

ij=1

Donec :

/nIVUI2< Z/n%a ) (Dn,u)

3,j=1

< /Q (117 ] + leu®n?) + 20" /Q | Valn| V| + C" /ﬂ | Val?

< /Q (11721l + elun?)
1/2 1/2 1/2
+ </ T]QIVU|2> 20" </ u2\V77|2> + " </ u27]2> ]
Q Q Q

Une inégalité de la forme 22 <ax+bavech>0 implique 22 < a?+2b. On a donc :
1 1/2 1/272 9
Lorvap < o oo ([var) "o (o) | w2 [l
Q «Q Q Q a Jo
80/2 20//2 2
<25 [avnl + 2o / w2 [Pl + o)
« Q o?  Jq a Jo
C/Z C//2 2
1ol [ 4 25l [ 2i [ (G4 (54 ) )
Q (6%
< C/ u? +f

pour une constante C bien choisie.




Comme 7 = 1 sur €, cela donne :

/ Vul? g/n2|vu|2 gc/ (u” + f?).
4 Q Q

Exercice 4

1. Soit r < R.
a) En réalisant un calcul similaire & celui de l'exercice précédent, dans le cas ou Lu = —div(AVu) et
f=0,0na:
a/ | Vul? < / 7*Vu - AVudzx
B(r) B(r)
= V(n*u) - AVudz — 2/ nuVn - AVudz
B(r) B(r)
= 2/ nuVn - AVudz.
B(r)

Oron a:

1/2

1/2
< (/ u2|V77|2dz> (/ 772AVU|2dIL‘)
B(r) B(r)
1/2
< Al ( / u2|vm2da:> ( / n2|w2dx>
B(r) B(r)

On en déduit qu’il existe une constante C' > 0 indépendante de r telle que

/ nuVn - AVudz
B(r)

1/2

Wi € C2(B(r)), / 2|Vl dz < c/ 2|V 2 da.
B B

b) On choisit une fonction 1 qui vaut 1 sur B(r/2), 0 en dehors de B(2r/3) et telle que ||Vn||oo < K/r
pour un certain K > 0. En utilisant I'inégalité précédente pour ce 1, on obtient :

C/
/ \Vul? da < — u|? da.
B(r/2) " JB(r)\B(r/2)

Si u € H'(B(r)) satisfait div(AVu) = 0, on a aussi u — up)\pr/2) € H(B(r)) et div(AV(u —
uB(r\B(r/2))) = 0. On en déduit alors

/

C
|VU’2d$§/ u— up B2 de.
/sz) 2 JB(\B(r/2) (B2

2. Comme suggéré, introduisons u(z) = u(rz). Alors u € H'(B(1) \ B(1/2)). D’aprés 'inégalité de
Poincaré-Sobolev rappelée dans I’énoncé, il existe une constante ¢ > 0 telle que

/ |ﬂ—ﬂB(1)\B(1/2)|2 dx S C/ |Vﬁ]2dx
BM\B(1/2) B(\B(1/2)



D’autre part, up(1)\B(1/2) = UB(r)\B(r/2) €t VU(z) = rVu(rz). On en déduit alors le résultat voulu par
changement de variable.

3. En combinant les résultats des questions 1. et 2. on obtient I'existence d’une constante 6 indépendante

de 7 telle que
/ |Vu|? de < 9/ |Vul|® d.
B(r/2) B(r)\B(r/2)

En ajoutant 6 [ B(r/2) |Vu|? dor aux deux membres de I'inégalité on trouve que

/ |Vu|* de < ‘9/ |Vul? da.
B(r/2) 1+6 Jp@)

4. Soit r €]0, R]. On introduit k& I'unique entier tel que 2%~ < 7/R < 27%. Alors, on a :

r < st s < () )

5. Soit a > 0 tel que 2% = /(1 + 6). On déduit alors de la question précédente que

vr e [0,R), / V|2 dz < 2° (r)a/ Va2 da.
B(r) R/ Jpr)

On utilise alors I'inégalité donnée a la question 2. :

[ ) = s dy < er® [ vl
B(r) B(r)

Ceci permet d’aboutir a

20[
/ ’U(y) - UB(T)|2 dy < C]%a/ ]Vu|2 dx T2+a.
B(r) B(R)

Exercice 5
Dans tout ’exercice, on note || - || la norme || - ||z2 et (-,-) le produit scalaire (-, ) 2.

1. On applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz sur le troisiéme terme de la fonctionnelle :

(0, Buh) > —CE2|Duhl[0sh] = —(CVEIOWRI) (/2.1
_C ol = L aun)?
g YT gn IR

B 1
> — || 0uh|? = =30,k
>3 [0uR| 5 |0zh

v

en supposant C? < B. D’oil l'inégalité voulue :

B 1
F(t,h) = Al + S0kl + 5t310.h]*



2. Il faut calculer la dérivée par rapport au temps de chaque terme de la fonctionnelle, calcul que ’on
fait pour f; € S pour tout ¢t > 0. On remarque alors avant de démarrer les calculs qu’en intégrant par
parties aussi bien en z (sur la sphére qui n’a pas de bord) qu’en v (on intégre des fonctions Schwartz),
il n’y aura pas de termes de bords qui apparaissent. Dans les calculs qui suivent, on sous-entend la
dépendance en t de f; que 'on note simplement f.

On a :
d d 9 9 d 9
CF 1) = ASITI? + BIouTI? + Bt 1,1 + 2040, £, 0uf)
(1) d d
22 2 2 3¢ 2
FOPL(0u1,00) + 30,1 + 600,
Pour le premier terme, en utilisant 0; f = —vd,f + Opuf, On a :
1d
i IH1P = (00 0t ) = [ (00u(£2/2) ~ @) dvds
SxR

ol 'on a réalisé une intégration par parties pour le deuxiéme terme. Le premier terme est nul car on
intégre sur la sphére en z. On obtient donc :

1d

(2) 5 g 17 = —loufl*.

On calcule ensuite la dérivée par rapport a t du terme ||, f||? :

1d

5%”6vf‘|2 = <8U(Lf),8vf> = <L(6Uf),(9vf> + <[8’07L}f7 auf> = _”avfoQ + <[6v,L]f, avf>

ou 'on a utilisé le calcul effectué précédemment sur f a 0, f. Concernant le commutateur, on a :
[0y, L] = — [0y, v0z] + [0y, Opp] = — Oy

On a donc :
3) L5 12 = —0uf I — (0. 00 f)
2 dt v - VU TJ v .

Concernant le terme mixant les dérivées en x et en v, on calcule en utilisant le fait que [0, L] = 0 et
[0y, L] = =0y :

d

T(0uf. 00 f) = (L(Da]), 0u f) + (Ouf (Do) = 110: £

= —(00uaf, O f) + (Ovvat, Ouf) — (Ouf, V0uuf) + (D f, Ovuuf) — |0 f|?
- <8xvvfa avf) + <axf, avvvf> - ||axf||2

ol on a fait une intégration par parties en x sur le premier terme pour voir qu’il s’annule avec le
troisiéme. Puis en faisant une intégration par parties en v sur chaque terme :

) 401, 00f) = 20000, D) — 1071



Finalement, la dérivée par rapport a t de |0, f||? est simple a calculer car [9,, L] =0 :

1d
(5) §%||5xf||2 = — 10w fII.
En revenant a et en utilisant , , et , on obtient :

d
—F(t, f) = —(2A = B)||0,fI* — 2Btl|0u f|I* — 2(B — C)t(0:f, 0u f)

dt
- 2Ct2<amvfu 8vvf> - (C - 3)t2|’axf”2 - 2t3”8va:f||2
Pour les termes sans signe, on utilise 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

2|B — C|t{0:f,0uf)| < 2(B + C)t||0:f10uf || < (B + C)?||0uf|* + t2(|0x f]?
20 (Opu f, Ouu f)] < 202100 f || Ovu fI| < £210n0 f1I? + C2t]| 0w 1.

On obtient ainsi :

LE(t, 1) < —(2A— B — (B+CP)|0uf|? — (2B — C2)tl|un f1

dt
—(C =120 f|* — 1 0ua f11*.

En prenant C' > 4, puis B > max(v/C, C?/2) et enfin A tel que 24 — B —(B+C)? > 0, on a le résultat
voulu :

d
Vte[0,1], g}"(t,f) <0.

3. Si f; € S pour tout t > 0, d’aprés les questions 1. et 2., on a :
B 1
vie0,1), Allfl*+ §7f\|€9uft||2 + §t3|!8xftH2 < F(t, fr) < F(0, fo) = All foll*-

En particulier, on a :
B
vte (0,1, Stloufill* < Al fol?

et pour une certaine constante D > 0, comme ¢ € [0, 1],
3 2 2
D°[| fell g < Al foll*-
On en déduit les estimations voulues pour fo € S et on conclut par densité.

Exercice 6
Dans tout I'exercice, on note || - || la norme || - || 2 et (+,-) le produit scalaire (-,-) 2.

1. a) On utilise dans le calcul le fait que O, = —vp. Ainsi, en notant F' = p+ pf, on a
Ol = —vp —vuf + pdy f,

Oy(vF) = p+ pf — 0 — 2 puf + vpdy f = p(1 = ) (f + 1) + vpdy f



et
O F = —p+0*p — pf + 0 uf — vpdyf — vpdyf + pdpo f

= p(v? = 1)(f + 1) — 2000y f + pdyo f
Donc

8U(UF) + Oy F' = _Uﬂavf + Havvf

et finalement

Of = —00uf + (—v+ 000 & pdhf = p(—v0sf + (—v + 8,)0uf)
S O F = —v0, F — vply f + 10y f
& O F + 00, F = Oy F + 0y (vF).

b) On a

d
— frdpdx = / (—v0pfr + (—v + 0y)0y fr) du dx
dt Jsxr SxR

= O (—vfrp) dacdv—!—/ (O f)(Oppt) + (Opu f)p) dvdz =0
SxR SxR

d’ott le résultat.
2. a) Soit h € H'. On utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

02 2 1 2 B 2 1 2
C<8vhaamh) > _Cuavh”Hath > _7Havh” - 5”811}1” - 5”87)}1” - i”azch”

d’ou
B 1
G(h) > AlhlZ2 + S I10uhlZ2 + 5119:hlZ2 > Dallhl3

pour une certaine constante D > 0. La majoration de G(h) par Hh”il & une constante multiplicative
prés s’obtient également avec I'inégalité de Cauchy-Schwarz et on obtient ’estimation voulue.

b) Tout comme dans 'exercice 4, il faut calculer la dérivée par rapport au temps de chaque terme de
la fonctionnelle, calcul que l'on fait pour f; € S pour tout ¢ > 0. On remarque ici aussi qu’en intégrant
par parties en z (sur la sphére qui n’a pas de bord), il n’y aura pas de termes de bords qui apparaissent.
On remarque également qu’en intégrant par parties en v par rapport & du, deux termes apparaissent :
si f et g sont des fonctions Schwartz, on a :

[ @.ngdn=- [ s@gyn+ [ sgon

et donc
(avfa g) = _(fa (_U + av)g) = (fa (_81) + U)g)'

Dans les calculs qui suivent, on sous-entend la dépendance en ¢ de f; que I'on note simplement f. Les
calculs sont similaires a ceux de ’exercice précédent et sont ici moins détaillés.
On a pour le premier terme :
5T = (=00 f, ) +((—v + 80)0u f, f) = =10 fII”
2 dt ~—

0



Le deuxiéme terme donne en utilisant [0y, v0,] = 0,

L0, 112 = (D00, f + (=0, +v)D1f). 0u1)
= (00:(8u ), 0u f) —([0v, v0:] [, Ou f) = (0u(=0y + ) Do f, D0 f)
%,_/

2dt

(afaf) (By(=0y 4+ 0)Oy f, Oy f)
= —(0uf,0uf) — (=0 + v) D f|2

en faisant une intégration par parties en v pour le dernier terme. Le troisiéme terme donne :

%(6&707 Ouf) = =(0x(V0e f + (=0y +0)0u f),0uf) = (O f, Ou(V0z f + (=0y + )0y f))

= _('Uaxccfv avf) + ((_av + U)avf7 8xvf) - (ag;f, [8U, Uam]f) — (a:(:f7 Uaxvf)
— (02f, 0u(—=0y +v)0y f).

Dans cette derniére expression, le premier et le quatriéme termes se simplifient. On traite le dernier
terme en utilisant [0y, (=0, +v)] =1 :

—(02.f,0p(=0y +v)0y f) = Oy(—=0y + v) O f)
(=0y +0) f, (=0y + ) Dpa f)

(;
(
= (0u(=0y +0) f, Dua f)
= (
= (

[0y, (=0y + V)] f, Ova f) + ((=0u + v)Ou [, Oy f )
a f,a f) ((*8U+U)avfaavxf)'

Finalement, en utilisant [0,,v0,] = J,, on obtient :
d
700, 00f) = 2((=0y +v)0uf, Ouaf) — 102 f1I% + (82.f, 00 f)-

Finalement, en observant que [0, L] =0, on a :

2 _ 2
S 0.1 = =011

En regroupant les estimations, on a :

d
59U = —2A1|0y f||* = 2B||(=0y + v)0u f|I> = Cl|0u fII” — 2/|0ve S|
— 2B — C)(uf, Ouf) + 2C((= 8y + 0)y f, o f)-

Pour les termes qui n’ont pas de signe, on utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

{ 2(B = C)(of,0uf)| < |0 fI* + (B + C)?[| 0 f|?
12C((=0y + v)0u f, Ova f)| < HamfoZ + Cz”(_av + U)avf”Q-

Alors, en prenant C' assez grand puis B puis A, on obtient :
d
Z9(F) = (=24 + (B+ CP)0uf|* + (=2B + C) (=0, + v)0uf|* + (=C + D] 0. f |

=S 0t + 0. 117).



c) En utilisant I'inégalité de Poincaré pour f; = f pour tout ¢ > 0 (ce qui est légitime d’aprés la
question 1.b)),

200 < =5 (19ufIP + 10:1) — S CrIfI? < —rG(f)

ou Cp > 0 est la constante provenant de 'inégalité de Poincaré et x est une constante strictement
positive (on a utilisé I’équivalence prouvée dans la question 2.a)). On conclut avec le lemme de Gronwall.
d) L’estimation provient de la question 2.a).

3.Sit <1, on a l'estimation voulue d’apres le résultat donné dans 1’énoncé :

Cl Cl e*lﬁt
< ——=—— " < (Cie&f"———.
HftH’Hl = 3/2 min(t3/2,1) =M€ min(t3/2,1)

Sit > 1, de la méme maniére que précédemment, on peut montrer que

lge—1llzr < Coe ™=V fill31.

Puis on applique le résultat donné dans ’énoncé & f; qui nous donne que || fi||1 < Cil| fol| 2. Finale-
ment, on obtient

e—mt

_ = < CoChete ™t = CyCref ——r—
lgt—1ll2r = [[fellap < CoCh [follz2 = CoCh min(£372, 1)

[ follz2-

10



