Ecole Normale Supérieure Analyse des équations aux dérivées partielles 2016/2017

CORRIGE TD N°S8.

Exercice 1

1. a) On utilise le lemme 1.1 avec v = ¢41ukt1, ce qui donne :

2/p
(/<¢k+1uk+1)p d.%‘) <Cy / ’v(¢k+luk+l)’2d$'

On applique ensuite le lemme 1.2 (ce qui est légitime car si Lu = 0 alors L(u—Cj) = 0. On en déduit :
[ SR < e [
SUpPP(¢k-+1)
De plus,
Lsupp(srsr) < g, et upgr < up.

La premiere inégalité est claire. Pour la deuxiéme, si u < Ci41, I'inégalité est évidente. Et si u > Cly1,
alors u > Cy et ugpr1 = u — Crpq1 < u — Cf = ug. Donc pour tout k > 1,

2/p
</(¢k+1uk+1)p dl’) S 61020822(k+1) / ]¢kuk\2 dx S CkUk

pour une certaine constante C' > 1.
b) Remarquons qu’on a 1 Brss < ¢k11. On utilise I'inégalité de Holder :

U1 < /(¢k+1Uk+1)2de = /(¢k+1uk+1)2]1|{¢k+1uk+1>0}| dz

2/p
< ( J dx) {drsrunss > O}/,

De plus, ¢gi1ugr1 > 0 implique ¢gi1 > 0 et ugyq > 0. D’une part, on remarque que si ¢piq(z) > 0
alors 2 € By, et donc ]lBk (z) = 1. D’autre part, ug+1 > 0 implique que ug41 = u— Clryq et up = u—Cy
puisque Cj41 > Cyi. On en déduit alors également que uj, — ugpq = —Cp + Crr1 = 27772, Finalement,
on en déduit

_ 9—k-2 o—k—2

Or1(@)us1(x) > 0= 1g (z)uk(z) = ug(z) — = ug4+1(x) > 0.

D’ou en utilisant la question 1.a),

2/p
Ugs1 < </(¢k+1uk+1)p dff) {15, ur > 2702}
< C*UL{(1 g, up)? > 27272} 2/,

On utilise enfin I'inégalité de Markov et on suppose k > 2 :

2/n
(g > 2202 < (2092 [(1 0 ds )

2/n



On obtient finalement :

C* 4o/ 8/n ki r14+2/n

ce qui donne le résultat voulu avec =1+ 2/n.

2. On considére ky > 2 tel que 2750 < 1/(2C)/(B=1), Ce ky étant fixé, on peut choisir § < 1 tel que

pour tout k£ < kg, on ait
1

-
(20)71
Montrons maintenant par récurrence que cette inégalité est encore vraie pour k > kg. On fixe k > kg

et on suppose que l'inégalité est vraie pour tout j < k. Alors d’apreés la question 1.b) et I'hypotheése de
récurrence, on a :

crult <

_ 1 1 1
Upr < CPU = CPUY U <« ——— U < .. < U0 < =
(20)71 (2C)#=1 (20) 7
et donc
Ck-‘rlUlfJ:ll < 2—(k+1) < %
(2C)5-1

3. On déduit de la question 2. qu’on a une inégalité de la forme

k
£ ()
(20)7=1 \C

avec C' > 1. Par comparaison avec une suite géométrique, on en déduit que U, — 0 a I'infini. Mais on a
également Uy, — fB1/2 (u—1/2)% dz d'ou (u—1/2)3 =0 p.p. sur By, c’est-a-dire [ull oo (B, ) < 1/2.

Exercice 2

1. Soit o comme dans le lemme. Fixons r €]0;1/2]. Pour tout zg € By, on a, en appliquant récursive-
ment le lemme :

VkeN, sup u— inf u<of| sup u— inf wu].
B(zo,27kr) B(wo,27%r) B(zo,r) B(zo,r)

D’aprés le théoréme 1.1 rappelé dans ’énoncé :

sup u < sup max(0,u) < sup max(0,u) < clull2(p,)-
B(zo,r) B(zo,r) Bs /s

De méme, en utilisant —infp () u = sSupp(g,»(—u), on a infpy ) u > —clull2(p,). On a donc,
pour tous zg € By,r €]0;1/2],k € N :

sup w— inf wu< 2cak||uHL2(B2).
B(J?(),kar) B(x0,2—kr)

Pour tous x,y € By, si |[x —y| <7 :

lu(z) —u(y) < sup w— inf u<2c0¥|ul|2p
B(z,27kr) B(x,27Fr) (B2)



pour k = [logQ ﬁ] Comme k > logyr — logy |z — y| — 1, on en déduit :

u(z) = u(y)| < 2cexp (logo (logy 7 — logy [z — y[ = 1)) [lull2(,) < Clz = y|*[|lullL2(5,)

pour a = —logy, o > 0 et C indépendante de u.

Comme on a vu que supg, |u| < cllul|z2(p,), I'inégalité est également valable pour |z —y| > 7, quitte &
modifier la valeur de C. Cela montre donc que u est a-hdldérienne, pour une valeur de a indépendante
de w.

a) Soit x € D. Alors, on a
1
1 <a(z) —u(xg) = / Va((1—t)zo +tx) - (x — x0) dt.
0
En intégrant en x € D cette inégalité, on obtient :
1
|D| < / / IVa((1 —t)xo + tx)||z — zo| dt dx
D Jo
1
< / / IVu((1 —t)xo + tx)||z — zo| dt dx.
B Jo
b) On fait le changement de variable s = t|x — x| et on note e(x) = (xz — z9)/|z — o, on obtient :
|x—xo|
D| < / / Vil (20 + se(x)) ds dz.
B1Jo
On prolonge |Vu| par 0 en dehors de Bj et on note encore |Vi| ce prolongement. On peut alors écrire :

\Dyg// Vil (20 + se(x)) ds dz.
B1 JO

On passe en coordonnées polaires pour x — xg dans la derniére intégrale :

|D| < / ne 1/ (/ |Vau|(zo + se) ds) de dr
Sn—1
< (/ |Vau|(zg + se) ds> de.
n Jgn—1 0
On fait maintenant le changement de variables inverse en utilisant que |V est a support dans Bj :
Va|(xg + se)ds | de = s 1Vl xo—l—se)d de
| I
Sn—1 0 Sn—1 Sn
[ ey, vally P L
no ot Rn [ T0 — \” ! By lwo —ylP=t

_ on
’D‘ Scn/ Md:% Cp = —.
B

1 |:1:0 _y|n_1 n

d’ou



Finalement, en intégrant en zo € A cette inégalité, on obtient

dx
ADgcn/ Vﬁy(/)dy.
|A||D| Bl! () Rreer=;

¢) On note wy, la surface de la sphére unité de S*' C R™. On introduit le réel 7o > 0 qui est tel que
q q

wnﬁ: B(z,r9)| = |F|. On a :
n
d d
/ yn—l </ yn—l'
E |$—y| B(z,r0) ‘.%'—y‘

dy dy dy
n—1 - n—1 + n—1
E |.CC - y| E\B(z,ro) ‘:B - y’ ENB(z,ro0) |I’ - y|

1 d
< nl/ dy+/ yn—l
To E\B(z,ro) ENB(z,ro) |$ - y‘
1 d
= o / dy + / et
To B(z,r0)\E ENB(z,ro) |aj - y|
d d
S/ yn—l +/ yn—l
Blzro)\E 1T — Yl ENB(aro) 1T — Yl

_/ dy
B(z,ro) |l‘ - y|n71

ou on a utilisé que F et B(x, () ont le méme volume pour 1’égalité de la troisiéme ligne. On conclut
en passant en coordonnées polaires

/ dy / dy
T — -1 Tgln—1 — “nl0-
B(z,ro) |ZL‘ - y| B(0,r9) |y’

En effet,

On a donc :

dy 1 _

— <|E /n,1/n, 1 l/n‘
d) En utilisant les résultats précédents, I'inégalité de Cauchy-Schwarz et le fait que Vu = (Vu) 1¢, on
obtient :
1/2 du 2 1/2
o< ([ wa) ([ )
By o \Ja |z =yl
< cacy/ 2 A7 P2,

D’ou

epz > Ljap-unpy.

/
’I'Lcn

3. a) D’aprés le théoréme 2.1, puisque vy est une sous-solution positive de L et vy <1 :

/|wwg3/ foil? < 2| Byal.
By Bs o



b) Dans la suite, les ensembles A, C' et D sont définis comme précédemment pour la fonction wy, =
2min(vg, 1/2). Appliquons le résultat de la question 2. a la fonction wy. Ce résultat dit qu’il existe une
constante «, qui dépend seulement de ¢y et de la dimension n (en particulier, qui ne dépend pas de k)
telle que :

4] |D] < alC]2,

On a utilisé pour simplifier I'inégalité de la question 2. le fait que |A|Y/™ < |B1|'/™ et on a intégré dans
la constante le terme | By |'/™.

Soit k € N. Montrons que C' C {x € B; tq vg(z) > 0,v41(x) = 0}. Pour tout € By, s10 < wi(x) < 1,
alors 0 < vy(x) < 1/2 donc 0 < u(z) — (1 —27%) <2751 On a alors 1 — 27% < u(x) < 1 — 2=+,
Donc vg(z) > 0 mais vgy1(x) = 0.

Si vt (x) > 0, alors u(z) > 1 — 2=+ donc vg(z) > 1/2 et wy(x) = 1.

De plus, |A| > u puisque, si u = 0, alors vy = 0.

Ainsi :

H{x € By tq vg(z) > 0,vp41(z) = 0} > |C]
1

> —|A|?|DJ?
S 4PD
2
19 2

> —|D

> 11|

MQ 2
= $|{x € By tq wg(x) = 1}]

Vv

2
%Hx € By tq vps (z) > 0}

c) La suite (|{z € By tq vg(x) > 0}|),cy est décroissante, a cause de la définition de vy
Soit § quelconque. Soit k1 qui est tel que :

{z € By tq vg, () > 0} > 6.
D’aprés la propriété de décroissance et d’aprés la question précédente, on a, pour tout k < k :
{x € By tq vg(z) > 0,vp41(z) = 0} > c6°.

Les ensembles {z € B; tq vg(x) > 0,vg41(x) = 0} sont disjoints donc :

ko—1
1Bl = Y {z € Bi tq vi(x) > 0,v41(x) = 0}
k=0
Z Ck1(52.

Ainsi, k1 < ¢71672|By|.
Si on prend ko > ¢ 1972|By], la propriété voulue est donc vérifiée.
d) Supposons > 0 fixé. Nous indiquerons aprés comment le choisir. Soit kp comme a la question

précédente.
On a:
/ v,%o <9
B1



car v,%o < 1 donc, par le théoréme 2.1 de ’énoncé, pour une certaine constante ¢ indépendante de u et

de d :
sup v, < c6'/2.
By 2

Choisissons & de sorte que ¢d'/2 < 1. Alors, pour tout z € By :

Uk, (z) < 612
= u(z) <1—(1—cot/2)27ko,

En posant n = 1 — (1 — ¢6'/2)27%0 on a le résultat voulu.

4. On commence par prouver le lemme dans le cas ot 29 = 0 et » = 1/2. A la question précédente, on
a montré que si u était une sous-solution de Lu = 0, définie sur By, telle que 0 < u < 1 sur Bg/y et
|BiNu~({0})| = pn > 0, alors 0 < u < 5 sur By 9, avec 17 < 1 ne dépendant que de 4, de n, de L. On
peut voir de plus que la dépendance en L est uniquement fonction de A et de sup; ; [|a;; | co-

Soit u une solution de Lu = 0, définie sur Bs.

Par le théoréme 2.1, u est bornée sur By/p. Notons m = infp, , u et M = supp, ,, U- Posons vy =
max(0,2(u —m)/(M —m) —1) et v_ = max(0,1 —2(u —m)/(M — m)). Ce sont deux sous-solutions.
Ona0<wy,v <1sur By Deplus, [{z € By tq vy (v) <0} + [{z € By tq v_(z) <0} > |By]. On
a donc :

{z € By tq vy(x) <0} > |B1|/2 ou [{xz € By tqu_(z) <0} > |B1]/2.

Supposons par exemple que la premiére inégalité est vérifiée.
On a alors, d’apreés le résultat démontré a la question précédente appliqué pour p = |B1]/2,0 < vy <7
sur By /9, avec 1) ne dépendant que de n et de L. Ainsi, sur By :

M—m M+m< M—-m M+m

mEu=(vs—v )Tt Ty S
= supu — inf u < o(M —m)
Bi)s B2

SiOHpOSGO‘ZH—Tn<1.

On a donc démontré le lemme pour zgp = 0 et r = 1/2.

Comme o ne dépend que de la dimension, de A et de sup; ; ||a;;||co, le résultat est stable par translation
et dilatation (par dilatation, on entend le fait de considérer la fonction us, = u(a.), pour a > 0, qui est
une solution de Louq = 0 pour Lov = 3, ; 9i(a;j(ax)0;jv)). Donc le lemme est vrai pour tous xg et 7.



