Ecole Normale Supérieure Analyse des équations aux dérivées partielles 2016/2017

CORRIGE TD N©°9.

Exercice 1

1. Dans cette question, on suppose k fixé. On notera v = ug4+1 et ¢ = g1 pour simplifier.
a) On utilise que v est une sous-solution et on prend 2¢?v comme fonction test pour en déduire que

2/:/(8,511)¢2v+2/:/AVv~V(¢2v) <0
o faone [ (o) (J o) (foo)o
([onr)or<([onr) -2 [ [avovi.

On va maintenant estimer le terme — [ AV - V(¢?v). On peut écrire

donc on a

/AVU V(¢?v) = /AVUQZ)quU /AVU V(¢)dpv
- [ aV(on) - o)+ [ 496 evo— [4T(@0)- (Voo + [ A(V6)- (Vo)
—— [ 49(0) - Vo0 + (4= ATVo- Voo + [ A(VS)- (Top?
=L+ 1)+ Is.
On majore le terme I5 en utilisant les hypothéses sur A de la maniére suivante :

[I2| < 2A[[V (o)l 2| (V@)vll L2

< jAX < 4 v<¢v>>1/2 1(V0)ol 2

1

< 2/AV(¢1;) (¢v)+2A2/\V¢!2 ?

Le terme I3 est facilement majoré :
I3 < A/ V|22,

On en déduit

/Aw V(¢?v) < _1/AV(¢U) (¢v)+§/|v¢|%2

pour une constante C' > 0 ne dépendant que de A et A. En revenant & I'inégalité de départ, on obtient

([or)ar e[ [ivwors([ow)ore [ [wom



b) En utilisant T}, < s < Tj11 <t <0, on déduit de l'inégalité précédente que

(Jos)osa ] frmops(fod)ose [ fre

On inteégre ensuite en s entre Ty4q et T des deux cdtés de 'inégalité, ce qui nous donne puisque
Tiy1r — Ty =272

(fer)ova [ [meopsze [ T [owven [ 0 [1voet

On revient aux notations originelles et on utilise qb%H <1z, IVori1|? < CgQQ(k"’l)]lBk et up+1 < ug:

(/ ¢’i+1ui+1) (t) +Cl/ /|V Orr1uki1)|?
Tiia
hyo [T 2 9 2 92

<2 P11 + C2 |V ry1| ugiq
Tk Tk
0 0

<22 [ apvcacien [ g
Ty, J By, Ty J By,

< ctuy

pour une constante C' > 1. En particulier, on a :

sup (/ ¢i+1“%+1> (t) < C*Uy

Ty+1<t<0

et
Cl/ /!V Pr1up+1)]> < CFU.
Tht1

Quitte & changer la valeur de la constante C, on obtient le résultat voulu.
2.0n a:

Uk+1 :/ |U1~c+1|2=/~ (g1 [* Ly, >0
Qr+1 Qr+1

2
:/ w11y, oGt
Qr+1

Puis en utilisant 'inégalité de Hélder et le résultat admis dans I’énoncé
2
H(Zsk+1uk+1HL2(2+n)/n(Qk+1) < CSEkJrl,
on obtient (quitte & changer la valeur de la constante C' > 1 d’une ligne a l'autre) :

_ 2
U1 < C&nl{uily,,, >2 22y

2+n 142
chk+1 22(k+2)/~ |uk|2 SCkUk 2+n
k+1



ot on a utilisé I'inégalité de Markov et la question 1.b) pour conclure.

Exercice 2

1. Si w est de classe C', on a, pour tout h € R" tel que Q" +h C Q :
vz € Q] mhu(x) —u(z) = u(z + h) — u(z)

_ /1 (Vu(e + th), h) dt
0

1
<l / V(e + th)|dt
0

1
< h\\// V(e + th)|2dt
0

ol la derniére inégalité est une conséquence de I'inégalité de Jensen.
D’ou :

1
/ () — u(z)Pds < th/ / V(e + th)|2ddt
17 0 Q:EQ,/

1

g]hQ// V() Pdadt
0 JzeQ

= W[ Vull72 (-

On étend a tout H'(Q) par densité.
2. On prend h tel que Q" +h C Q :

/ (R A)V (Apu), V) = = / ((rhA) (VU — Vu), Vo)
_ |1h| /Q (nA)rVu, V) — ‘,11' /Q (7nA)Vu, Vo)
1 1
= i /Q (AVu, 7_, V) — /Q <(AhA)Vu7V¢>—m Q<AV% Vo)
_ / (AVi, VA_n6) — / (A A)Vu, Vo)
0 Q
- / f(A_po) — / (ApA)Vu, Vo)
0 Q
~ [@ano- [ (ana)7u.v9).
) Q

3. Soit v une fonction C* qui vaut 1 sur €’ et dont le support est inclus dans Q.
Posons ¢ = y2(Apu).



On a:
RGN CEEI
= [ (A0, V(&) + 2 [ (7T (A, (V1) 18
>\ /Q 2|V (Ap) 2 + 2 /Q ()Y (Apar), (V) YA
En utilisant la question précédente :
3 [ AP
<=2 [ (A, (T) vBn+ [ A(Baf) )
Q Q
= [P (@)U VB -2 [ (804) 70 V)1
Q Q
< 2| ALYV (A o] [V Apulls + /Q FA (D))

+ [V V(Aru)ll2)| AnAl o[y Vaull2 + 2[| ApAl| o[ Vul [V [l2 [y Anul2-

Puis, en utilisant la question 1.,

A /Q 22|V ()| 2
< 2| Alloo YV (An) 2]l V1| Antllz + 121V (7 Ant) 2
+ 9 (A 2| An Allso Y Vallz + 201 A Al |Vl 1V 2 lly Apalz.

Et enfin,

A /Q |V (D)

<2 Alloo [V (Anu) 2l VA Anullz + [ Fllz2 (ool V (Anu)ll2 + 2[ Vo Iy Anull2)
+ 7V (A 2| AnAllcollyVaull2 + 2 AnAlloo [ Vul VA ll2lly Anullz-

Comme A € C%!, ||ALA|x est bornée par une constante finie indépendante de h.
On a

rAntlla < [lloo Bl it =l z2(uppr) < ool Vel g

De méme,

IVA[ARull2 < [[VAlloo [ Vull 2 (0.
Donc, pour des constantes C1, Co indépendantes de h :

AV (AR5 < CLAV(Apu)ll2 (Vull 2y + 1 £112)
+ Col|Vaull 2y (I1fll2 + [Vl 2i0n) -



Pour tout X € R, si X2 < aX + b avec a,b > 0, on voit (en résolvant ’équation polynomiale associée)
quon a X < v2b+ a.
On applique cette inégalité avec :

a= A (1 Vull oy + 1£1l2)
_ _ 2
b= CoA Vull 2y (IF1l2 + [ Vallzn) < CoA™ (IFll2 + [Vl 2o

et on obtient :
7V (Aru)lle < Cs (1 fll2 + |Vl 20n) -

En élevant au carré et en utilisant ’indication, on a :

IV (anu) 3 < 25 (1713 + IVul2qn)

<203 (/ f2+c/(u2+f2)>
Q Q
< O/(u2 +f2).
Q
Puisque v vaut 1 sur €' :
LIV Al < v (A

et cela donne le résultat voulu.

4. La fonction u définit une distribution sur Q' (puisque c’est une fonction L?, donc localement L1').
Pour tous 7, j < n, montrons que la distribution 9;0;u est continue au sens de la norme L?, avec une

norme majorée par :
1/2
D (/ u? + f2) .
Q

Cela impliquera que 9;0;u s’identifie a4 une fonction de L?('), dont la norme vérifie la majoration
voulue.
Soit ¢ € D(Y) quelconque.

(818]u)¢> = /Q/ u(@,f)]gb)
—- [ @)@
Q

= —lim (&u) (Atej ¢)
t—=0 Jo

= —lim Q/(A—tejaiu)¢
< limsup [|A_te; ull 2oy | #]|2
t—0

<limsup [[VA_se;ul[z2(0n [|#]l2
t—0

1/2
<1 ( [+ f2> 61l



(On a noté e; le j-ieme vecteur de la base canonique.)

Exercice 3

1. Pour tout z dans un voisinage de zg :

1 1

T —— d T ——
U = Bl Lowr " = Bao)] Jnon

u(x + 2z)dz.

On peut dériver sous l'intégrale. On applique ensuite la formule de Green & la fonction U : Q@ — R"
telle que U; =0sii # jet Uj = u:

ou
Ox;j

() = (x + 2)dz

T
’B(x()v T)| B(0,r) a‘rj
1 / ou
’B(x()v T‘)| B(zo,r) a.ﬁU]( )

1 / _
= — divU (y)dy
B0 S Y

1

= Blaor| - (U(y),v(y)) dy

1
|B(zo,7)| JoB(wo.r) i)

2. Appliquons 'égalité précédente a u — m et utilisons la majoration 0 <u—m < M —m :

1
(z0)| < ——
|B(20,7)| JoB(wo.r)
M—-—m

~ B0, )| JoB(wo.r)

M—m /
< x| r vi(y)|dy
— ( o i) )

M—-m 1/
= x| — vi(y)ldy | .
- (W o i) )

3. On applique l'inégalité de la question précédente pour xp = z, r < d(x,d2). On obtient ainsi que
chaque composante de Vu(x) est majorée par :

] Ou ) ()l dy

0z

lvi(y)|dy

M—-—m
r

Cr

En faisant tendre r vers d(z, 092), chaque composante est majorée par :

M—m
Cn d(x,00)

ce qui entraine I'inégalité demandée pour C), = /nC,,.



4. Soit (K,)nen une suite de compacts inclus dans € telle que :

U E.=0 et Vk, KjpC Kpp1.
neN

D’aprés la question 3., pour tout k£ € N, la suite (Oup)nen est uniformément bornée sur K. La suite
(un)nen est donc uniformément lipschitzienne et uniformément bornée. D’aprés le théoréme d’Ascoli,
il existe une extraction ¢ : N — N telle que (u¢(n))n€N converge uniformément sur Kj.

En procédant par extraction diagonale, on peut supposer que la convergence uniforme a lieu sur Kj
pour tout k£ € N. On fait cette hypothése dans la suite.

D’aprés la question 3., pour tout k € N :

SUDze Ky, [Ug(n) (%) — Ugm) (7)]
d(Ky, 0Kj41)

Vn,n', seullg Vg () — Vg (z)|| < 2C;, —0
z€K}

donc (Vug(n))nen converge également uniformément sur tout K.

Chaque dérivée partielle de u,, est harmonique, pour tout n. On peut donc appliquer de nouveau le
raisonnement précédent et on montre ainsi que les dérivées secondes de (ug())nen convergent aussi
uniformément sur tout compact de €.

Si on note ue la limite de (ug(,))nen, on a alors que us, appartient a C? et que

Ause = lim  Aug,y = 0.

n——+o0o



