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CORRIGE PARTIEL NOVEMBRE 2016.

1. a) Commengons par prouver (i). La suite (xun)nen converge faiblement vers 0 dans L?(R?). Donc
pour tout ¢ € L?(RY), la suite ( fRd Xungo)n oy st bornée puisque convergente. On définit ensuite la
forme linéaire T;, : L*(R?) — C par T,,(¢) = [pa Xtn¢- Le théoréme de Banach-Steinhaus implique que
(1T ]| ) nen est bornée ou ||T,|| est la norme d’opérateur de I'application T},. De plus, en utilisant un
corollaire du théoréme de Hahn-Banach, on a que pour tout n € N, || T,,|| = ||xun|| 2. D’ou le résultat.
Le point (ii) provient de 'inégalité de Cauchy-Schwarz car on a pour out & € R? :

Xun ()| < /Rd IX(2)[[un (@) [Tsupp() < [xunllL2 [ Tsuppeollzz < [suppOol lIxun| 22

qui est borné d’aprés (i).

Finalement, le point (iii) vient du fait que pour tout & € R, on a ye - ¢ Lgomp
convergeant faiblement vers 0 dans L2 (£2), on a le résultat.

b) D’aprés la question a), pour tout R > 0, on peut utiliser le théoréme de convergence dominée pour

traiter la premiére partie correspondant a la région || < R et obtenir :

(Q). La suite (upn)pen

[ mereas [ P ——o
I€I<R l€|<R n—00

D’autre part, en utilisant le théoréme de Plancherel,

-n — 2/ —1 i )" . 2 i w |12
™ [ KOO e < g m) [ TP < p bl

On en déduit :

. 1 :
lim sup || xtn|| g-1/2 < R lim sup HXUnH%?
n—00 n—00

ce qui permet de conclure puisque R est arbitraire.

2. a) Le symbole a étant dans S°, on en déduit que Op(a) est borné de L? dans L?. On en déduit en
appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz que :

|(Op(a)(xun), xun)| < Cllxunl|32 pour une constante C' > 0.

Or la suite (xuy,) est bornée dans L? d’aprés la question 1.a). D’out le résultat.
b) En utilisant le résultat de dualité rappelé dans 1’énoncé, on peut écrire :

|(Op(7) (xtn), xtn)| < [ OP(T) (xtin) | 172 [ Xt | r-12-

De plus, le symbole 7 étant dans S~!, on a Op(7) qui est borné de H~1/2 dans H'/2? d’ou Dexistence
d’une constante C > 0 telle que

|(Op(7) (xtun), Xtn)| < ClixunF-1/2

ce qui nous permet de conclure en utilisant la question 1.b).



3. Soit € > 0. On introduit le symbole & = a + € qui est encore un symbole de SO et qui vérifie de plus
Rea(x,&) > e pour tout (z,&) € R?™. On applique I'inégalité de Garding rappelée dans 1’énoncé avec
a et on obtient :

Re (Op(a)(xtn), xtun) = Re (Op(a) (xun), xun) — el xun|72 > —ellxtnl|72 — CellxunlF-1)2-
En faisant tendre n vers I'infini et en utilisant le résultat de la question 1.b), on obtient :

lim inf Re (Op(a)(xun), Xtn) > — limsup || xun |72
n—oo

n—oo

ce qui permet de conclure puisque € est arbitraire.
4.0n a :
Im (Op(a)(xtn), xun) = Im (Op(ao)(Xun), xun) + Im (Op(a1)(xun), xtn)-

D’aprés la question 2.b), on sait que

(Op(al)(Xun)v Xun) _>—> 0 et donc Im (Op(al)(Xun)a Xun) — 0.

n—oo

Pour le premier terme, on écrit :

Im (Op(ao)(xtn), Xtn) = %((Op(ao)(xun%xun) — (Op(ao)(xun), Xtn))

= %((Op(ao)(xun),wn) — (Op(ao)* (xtn), Xtn))
1

5; ((OP(a0 — ag)(xun), Xtin)-

De plus, comme ag est réel et est dans S, le symbole ag — aj est dans S™1, ce qui permet d’utiliser &
nouveau la question 2.b) pour obtenir Im (Op(ag)(xun), Xtn) —— 0.
n—oo

5. On introduit x’ et B comme suggéré dans 1’énoncé. On note b le symbole de B. Alors on
Reb = M?x? — xRe (a*#a)x.

Or Re (a*#a) < |a*#a| < |a|?> < M2. Donc Reb > 0. De plus, le premier terme du développement en
somme asymptotique de a*#a est aa et est donc réel et dans S°. On peut donc écrire b = by + b_;
avec by réel, bg € SV et b_; € S71. On peut ainsi appliquer les questions 3. et 4. & 'opérateur B, on
obtient :

liminf Re (B(x'un), X'un) >0 et Im (B(x'un), X'tun) — 0.

n—oo n—oo

On écrit ensuite

10p(a) (xun)l|72 = (x Op(a)* Op(a) XX tn, X'un) = —(BX tn, X'tn) + (M>X*X Un, X tn).
On trouve alors
limsup || Op(a)(xun) ||2Lg < —liminf Re (Bxlun, Xty + lim sup (MZXQX/un, X tn)
n—00 n—oo

n—o0

< M?C(x)*.



6. Soit (a;) une suite dénombrable de C33(©2 x S%71) telle que Vect(aj,j € N) soit dense dans
C2(Q x S971). A une fonction a de C32(©2 x S971), on peut associer un symbole @ € S%(RY) tel
que maxy  gd |@| = maxy, ga—1 |a| et on note @ = a le prolongement ainsi défini. On remarque que les
résultats obtenus aux questions précédentes ne dépendent pas du comportement de a proche de 0
car si ¢ € CP(RY) vaut 1 dans un voisinage de 0, a(z,&) = ¥(&)a(z, &) + (1 — ¥(€))a(x,§) et
Y(€)a(z,€) € S7. On fixe y € C°(RY) valant 1 sur K. Par un procédé diagonal de Cantor, on
construit une sous-suite (uy(,)) telle que pour tout j € N, la suite (Op(a;)(Xup(n))s XUy, (n)) cOnverge.
Ainsi, si a € Vect(ay, j € N), la suite (Op(a)(XUp(n)), Xtyp(n)) converge. On note Ax \(a) cette limite.
D’aprés la question précédente, on a :

Ak (@) < [lall«C(x)*,  a € Vect(a;, j € N).

Par densité de Vect(a;,j € N) dans C2(Q2 x S971), on étend la forme linéaire Ag, a C(Q x S471)
avec

Ak (@)] < all«C(0)?  a€CR(Qx 59,
Finalement, si a € S%(R%), on définit A (a) par Ak x(ajgxga—1).

7. Si supp(a) C K x R%! et si Y et x sont égales 1 sur K, alors on a :

(Op(a) (Xtun) Kotn) = (OP(a) (xtin), xtn) = (OP(a) (Rttn), Xttn) = (Op(a) (xttn). x11n)
(Op(a)((i - X)un)v Xun) m 0.

En effet, si x' € C§° est égale a 1 sur les supports de x et x, alors

(Op(a)((X — x)un); Xun) = (x Op(a)(X — X)X,una X,un)-

De plus, (X — x) est nulle sur K donc x Op(a)(x —x) € Op(S~!) (le premier terme du développement
en somme asymptotique est nul). Donc d’aprés la question 2.b), on a la limite recherchée.
Désormais, on ne notera plus la dépendance en x et on notera simplement Ag plutét que Ag .

8. Soit x’ € C§°(1?) telle que x’ = 1 sur supp(x). On note A l'opérateur de symbole (£). On remarque
comme P est différentiel, on a yPx' = xP. On en déduit :

IXPun || gr-m = A" XPup|| 2 = [A""XPX unll 12 = (P*XA™*" xPxX tn, X u).

L’opérateur P*xYA~2"y P est de symbole principal |p,,|?x?|¢|72™ € S°. En utilisant que p est la mesure
microlocale de défaut de u,, et en utilisant que ||xPuy||z—m — 0, on obtient :
n—oo

L e o
-

Ceci étant valable pour tout y € C5°(f) et la mesure |p,, |2 étant positive sur Q x S, on trouve
que c’est la mesure nulle. Ceci permet de conclure.

9. Soit x € C5°(Q) telle que xa = a et x' € C§°() telle que x’ = 1 sur supp(y). L’opérateur [Op(a), P]
a pour symbole principal i{a,p,,} € S°. On peut écrire :

/std_l{“’pm}@v@ Au(x,€) = Tim ([Op(a), PI(x'tm), X',

7 n—0oo



En utilisant le fait que P* = P, on a :

!/

([0p(a), P)(x"un), X'un) = (Op(a) P(xtn), X'un) — (P Op(a)(xun), X"tn)
= (Op(a)P(x"un), X'un) — (Op(a) (xun), PX'un)
= (Op(a)P(x"un), X'un) — (x Op(a) (X un), PX"un)
= (Op(a)P(x"un), X'un) — (Op(a) (xun), xPX tn).

Regardons le deuxiéme terme. Comme remarqué précédemment, P est différentiel donc xyPy' = xP
donc xPx'u, = xPu, converge fortement vers 0 dans H'~™(R%). On a aussi Op(a) qui est borné de
L? dans H™ ! donc Op(a)(x'uy) est borné dans H™~! puisque x'u, est bornée dans L%. Ainsi,

(Op(a) (x'un), XPX tn) — 0.

n—oo

On coupe maintenant le premier terme en deux :

(Op(a)P(x"un), X'un) = (Op(a)(1 = x)P(x"un), X'un) + (Op(a)x P (X tn), X tn).

On remarque que Op(a)(l — x) € Op(S~°) car tous les termes de son développement en somme
asymptotique sont nuls. En effet, le premier est nul car axy = a et les suivants le sont car (Bg‘a)(agx) =
8?(61,83)() et x valant 1 sur le support de a en z, dés que a # 0, 9'x est nul sur le support de a en x.
Ainsi, en utilisant la question 1.b), on a
(Op(a)(1 = x)P(X'un), X'up) —— 0.
n—oo

Enfin, toujours en utilisant que xYPx’' = xP, xPx'u, = xPu, converge fortement vers 0 dans H'™™
puis Op(a)xP(x'u,) converge fortement vers 0 dans L2. D’out

(Op(a)xP(X'tn), X'tn) —— 0

n—o0

et ceci conclut la preuve.

10. On prend une suite exhaustive de compacts (K;) de €. En appliquant un procédé diagonal de
Cantor, on peut construire une sous-suite ug(,) telle que pour tout Kj;, A, est bien définie.

Sia € C®(Q x S 1), et supp(a) C K x ST avec K compact de Q et K C K, pour un certain jo,
pour x = 1 sur K et x;, = 1 sur Kj,, on a

Jo»
lim (Op(a)(xug(m)), Xugm) = Tim (Op(a)(Xjotam))s XjoUom)) = A, (@)

avec
Ak, (@)] < NlallooC (x5o)-

On pose A(a) = Ak;, (a) et A est bien une mesure de Radon positive sur 2 x Sa-1,



