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Mesures microlocales de défaut (d’aprés P. Gérard)
* + * Notations * * x

On considére des fonctions & valeurs complexes définies sur un ouvert quelconque  de R¢
avec d > 1. Précisément, nous considérons une suite (u,)nen de fonctions appartenant a
L2

loc

() (u, appartient & L?(K) pour tout compact K C §2) qui converge faiblement vers

0 au sens ou :

VgpeLcomp(Q), /Qun(x) (x)dx — 0,

n—-+40o

ol nous avons noté L2,,,,(Q) 'espace des fonctions ¢ € L?(Q) a support compact dans
Q2. Le but de ce probléme est de caractériser le défaut de convergence forte grace aux

opérateurs pseudo-différentiels.

Dans tout le probléme x désigne une fonction & valeurs réelles telle que x € C§°(€2). Si
uwe L2 (Q), alors xu € L*(Q2) et on peut étendre yu par 0 sur R™ \ Q pour obtenir une
fonction appartenant & L?(R™). On notera toujours cette fonction yu. Cela nous permet de
définir la transformée de Fourier de yu, notée xu, ainsi que Op(a)(xu) pour tout symbole

a € S™(R™) (ot m est un nombre réel quelconque).

Etant donné s € R, on note H*(R?) I'espace de Sobolev d’ordre s et (D,)® I'opérateur
pseudo-différentiel de symbole (5)5 = ( + [€[)*/2. On note (u,v) le produit scalaire sur
L2(R%), défini par (u,v) = [ u(z)v(z)dz. On pensera a utiliser :

— l'inégalité de Cauchy—Schwalrz7

— le fait que ||ul| s = ||(Ds)®
~ la dualité : pour tout s > 0, (u,v) € H*(R?) x L*(RY) = |(u,v)| < |||l s V]| -

* % x Probléme * x *

1. Soit (uy)nen une suite qui converge faiblement vers 0 dans L2 ().

a. Soit x € C5°(2). Montrer que : (i) la suite (yu,) est bornée dans L?(R"); (ii) la suite
(Xuy) est bornée dans L*°(R™) et (iiz) pour tout & € R™, lim,, 1 Ytn(§) = 0.

b. Soit x € Cg°(€2). Montrer que ||xtn| z-1/2gae) tend vers 0 quand n tend vers +oc.

Indication : écrire

Xt |1/ ey = /IE @“ +1€1%) 72 | (€)] de + /Ig (1+ €)% [xun ()] de,

>R

ou R est un grand paramétre.



2. Soit y € C§°(9) et soit (uy,)nen une suite qui converge faiblement vers 0 dans L7 (Q).

a. Montrer que, pour tout symbole a € S°(R?), la suite (Op(a)(xu,), xt,) est bornée
dans C.

b. Montrer que, pour tout symbole 7 € ST}(R"), on a

(Op(7)(xtn), Xtn) — 0.

n—-+o00

Rappel |Inégalité de Géarding]. Soit € > 0. Considérons un symbole a € S°(R?) tel que
Rea(z,€) > € pour tout (x,¢) dans R?". Nous avons vu en cours 'inégalité de Garding

qui énonce qu’il existe deux constantes positives c. et C. telles que pour tout v € L*(R"™),
Re(Op(a)u, u) = c. ullz. = Ce [[ull3-1: -

En particulier on a Re(Op(a)u,u) > —C. ||ull5, 1/

3. Soit y € C§°(9) et soit (uy,)nen une suite qui converge faiblement vers 0 dans L ().

Considérons un symbole a € S°(R?) tel que Rea(x,£) > 0 pour tout (z,¢) dans R?".
Montrer que
lim inf Re(Op(a)(xu,), xun) = 0.

n—-+00

4. Soit a € S°(R?). On suppose que a peut s’écrire sous la forme a = ay + a_; o a_;
appartient a STH(R™) et ag € S°(R?) vérifie Im ay = 0. Montrer que

Im(Op(a)(xun), xun) — O.

n—-+00

5. Soit a € S°(R?). On pose M = supy, ¢)egzn |a(2,€)|. Montrer que

lim sup [[Op(a) (xtn) || p2@ny < MC(x) ou C(x) = Limsup [|xtn || p2(gn) -

n—-+oo n—+oo
Indication : on pourra introduire une fonction x’ € C§°(Q2) telle que x'x = x ainsi que
I'opérateur B défini par Bv = M?*y?v — x Op(a)* Op(a)(xv).
6. (x) Considérons un compact K C €. Introduisons :
— Tensemble C9(2) des fonctions continues & support contenu dans K ;
— ’ensemble C52(Q x S971) des fonctions C™ sur 2 x S9! et a support dans K x S9! ;
— Tespace S%(R?) des symboles a € S°(R?) qui sont tels que a(z,&) est homogéne en &

d’ordre 0 pour |£] > 1/2 et de plus suppa C K x R%.

On admet que C(Q x S%71) est séparable (i.e. il existe une partie dénombrable dense).
En déduire qu’il existe une forme linéaire continue Ag , : S%(2) — C telle que, pour tout
a € S%(R"),

(Op(a)(xun), xtn) — Axy(a).

n—-+o0o

7. Montrer que Ak, ne dépend pas de x.



A partir de ce qui précéde, on pourrait démontrer le résultat suivant (qui est admis, il

n’est pas demandé de le démontrer).

Théoréme 1. Soit (u,)nen une suite qui converge faiblement vers 0 dans L2, (). Il existe
une sous-suite (ug(n)) et une mesure de Radon pu positive sur Qx S telles que le résultat
suivant est vrai : si a € S°(RY) et y € Cg°(Q) vérifient :

— a est homogéne en & d’ordre 0 pour || > 1/2,

— pour certain compact K C Q on asuppa C K x R? et y =1 sur K,

alors

(1) (Op(a)(xuowm): xuom) —= a(w,§) dp(z,€).

n—+00 Jygd—1

Définition 2. On dit que p est la mesure microlocale de défaut de (ug(n)).

8. Soit (uy)nen une suite qui converge faiblement vers 0 dans L2 (£2) et admettant une
mesure microlocale de défaut p. Considérons un opérateur différentiel d’ordre m, P =
> jaj<m @a(2)07 avec aq € C3°(R™). On note pm = 3, _,, @a(2)(2§)* le symbole principal
de P. Supposons que, pour tout xy € C§°(Q2), la suite yP(u,) converge fortement vers 0
dans H~™(R%). En déduire que

supp o € {(,€) € 2 x S pu(@,8) = 0}.
Indication : écrire ||XPunH§{,m(Rn) sous la forme (Op(a)(x'u,), X tn).

9. (*) Soit (up)nen une suite qui converge faiblement vers 0 dans L2, (2) et admettant
une mesure microlocale de défaut p. Considérons un opérateur différentiel d’ordre m,
P = ngm ao(2)0S avec a, € Cg°(R™). On suppose de plus que P* = P et que, pour
tout x € C§°(R), la suite x P(u,) converge vers 0 fortement dans H'~™(R"). Montrer que,
pour toute fonction a € C*°(2 x (R™\ {0})) homogeéne d’ordre 1 —m en £ pour [£| > 1/2

et & support compact en x, on a

/stdl{a’pm}(aj’ 5) d#(xa 6) =0.

Indication : introduire x telle que ya = a.

10. Démontrer le théoréme 1.



