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Mesures microlocales de défaut (d’après P. Gérard)

∗ ∗ ∗ Notations ∗ ∗ ∗

On considère des fonctions à valeurs complexes définies sur un ouvert quelconque Ω de Rd

avec d > 1. Précisément, nous considérons une suite (un)n∈N de fonctions appartenant à
L2
loc(Ω) (un appartient à L2(K) pour tout compact K ⊂ Ω) qui converge faiblement vers

0 au sens où :
∀ϕ ∈ L2

comp(Ω),

∫
Ω

un(x)ϕ(x) dx −→
n→+∞

0,

où nous avons noté L2
comp(Ω) l’espace des fonctions ϕ ∈ L2(Ω) à support compact dans

Ω. Le but de ce problème est de caractériser le défaut de convergence forte grâce aux
opérateurs pseudo-différentiels.

Dans tout le problème χ désigne une fonction à valeurs réelles telle que χ ∈ C∞0 (Ω). Si
u ∈ L2

loc(Ω), alors χu ∈ L2(Ω) et on peut étendre χu par 0 sur Rn \ Ω pour obtenir une
fonction appartenant à L2(Rn). On notera toujours cette fonction χu. Cela nous permet de
définir la transformée de Fourier de χu, notée χ̂u, ainsi que Op(a)(χu) pour tout symbole
a ∈ Sm(Rn) (où m est un nombre réel quelconque).

Etant donné s ∈ R, on note Hs(Rd) l’espace de Sobolev d’ordre s et 〈Dx〉s l’opérateur
pseudo-différentiel de symbole 〈ξ〉s = (1 + |ξ|2)s/2. On note (u, v) le produit scalaire sur
L2(Rd), défini par (u, v) =

∫
Rd u(x)v(x) dx. On pensera à utiliser :

– l’inégalité de Cauchy-Schwarz ;
– le fait que ‖u‖Hs = ‖〈Dx〉su‖L2 par définition de la norme ‖·‖Hs ;
– la dualité : pour tout s > 0, (u, v) ∈ Hs(Rd)× L2(Rd) ⇒ |(u, v)| ≤ ‖u‖Hs ‖v‖H−s .

∗ ∗ ∗ Problème ∗ ∗ ∗

1. Soit (un)n∈N une suite qui converge faiblement vers 0 dans L2
loc(Ω).

a. Soit χ ∈ C∞0 (Ω). Montrer que : (i) la suite (χun) est bornée dans L2(Rn) ; (ii) la suite
(χ̂un) est bornée dans L∞(Rn) et (iii) pour tout ξ ∈ Rn, limn→+∞ χ̂un(ξ) = 0.

b. Soit χ ∈ C∞0 (Ω). Montrer que ‖χun‖H−1/2(Rd) tend vers 0 quand n tend vers +∞.
Indication : écrire

‖χun‖2
H−1/2(Rd) =

∫
|ξ|≤R

(1 + |ξ|2)−
1
2 |χ̂un(ξ)|2 dξ +

∫
|ξ|>R

(1 + |ξ|2)−
1
2 |χ̂un(ξ)|2 dξ,

où R est un grand paramètre.
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2. Soit χ ∈ C∞0 (Ω) et soit (un)n∈N une suite qui converge faiblement vers 0 dans L2
loc(Ω).

a. Montrer que, pour tout symbole a ∈ S0(Rd), la suite (Op(a)(χun), χun) est bornée
dans C.

b. Montrer que, pour tout symbole τ ∈ S−1(Rn), on a

(Op(τ)(χun), χun) −→
n→+∞

0.

Rappel [Inégalité de Gårding]. Soit ε > 0. Considérons un symbole a ∈ S0(Rd) tel que
Re a(x, ξ) > ε pour tout (x, ξ) dans R2n. Nous avons vu en cours l’inégalité de Gårding
qui énonce qu’il existe deux constantes positives cε et Cε telles que pour tout u ∈ L2(Rn),

Re(Op(a)u, u) > cε ‖u‖2
L2 − Cε ‖u‖2

H−1/2 .

En particulier on a Re(Op(a)u, u) > −Cε ‖u‖2
H−1/2 .

3. Soit χ ∈ C∞0 (Ω) et soit (un)n∈N une suite qui converge faiblement vers 0 dans L2
loc(Ω).

Considérons un symbole a ∈ S0(Rd) tel que Re a(x, ξ) > 0 pour tout (x, ξ) dans R2n.
Montrer que

lim inf
n→+∞

Re(Op(a)(χun), χun) > 0.

4. Soit a ∈ S0(Rd). On suppose que a peut s’écrire sous la forme a = a0 + a−1 où a−1

appartient à S−1(Rn) et a0 ∈ S0(Rd) vérifie Im a0 = 0. Montrer que

Im(Op(a)(χun), χun) −→
n→+∞

0.

5. Soit a ∈ S0(Rd). On pose M = sup(x,ξ)∈R2n |a(x, ξ)|. Montrer que

lim sup
n→+∞

‖Op(a)(χun)‖L2(Rn) ≤MC(χ) où C(χ) = lim sup
n→+∞

‖χun‖L2(Rn) .

Indication : on pourra introduire une fonction χ′ ∈ C∞0 (Ω) telle que χ′χ = χ ainsi que
l’opérateur B défini par Bv = M2χ2v − χOp(a)∗Op(a)(χv).

6. (∗) Considérons un compact K ⊂ Ω. Introduisons :
– l’ensemble C0

K(Ω) des fonctions continues à support contenu dans K ;
– |’ensemble C∞K (Ω× Sd−1) des fonctions C∞ sur Ω× Sd−1 et à support dans K × Sd−1 ;
– l’espace S0

K(Rd) des symboles a ∈ S0(Rd) qui sont tels que a(x, ξ) est homogène en ξ
d’ordre 0 pour |ξ| > 1/2 et de plus supp a ⊂ K × Rd.

On admet que C∞K (Ω× Sd−1) est séparable (i.e. il existe une partie dénombrable dense).

En déduire qu’il existe une forme linéaire continue ΛK,χ : S0
K(Ω)→ C telle que, pour tout

a ∈ S0
K(Rn),

(Op(a)(χun), χun) −→
n→+∞

ΛK,χ(a).

7. Montrer que ΛK,χ ne dépend pas de χ.
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A partir de ce qui précède, on pourrait démontrer le résultat suivant (qui est admis, il
n’est pas demandé de le démontrer).

Théorème 1. Soit (un)n∈N une suite qui converge faiblement vers 0 dans L2
loc(Ω). Il existe

une sous-suite (uθ(n)) et une mesure de Radon µ positive sur Ω×Sd−1 telles que le résultat
suivant est vrai : si a ∈ S0(Rd) et χ ∈ C∞0 (Ω) vérifient :
– a est homogène en ξ d’ordre 0 pour |ξ| > 1/2,
– pour certain compact K ⊂ Ω on a supp a ⊂ K × Rd et χ = 1 sur K,
alors

(1) (Op(a)(χuθ(n)), χuθ(n)) −→
n→+∞

∫
Ω×Sd−1

a(x, ξ) dµ(x, ξ).

Définition 2. On dit que µ est la mesure microlocale de défaut de (uθ(n)).

8. Soit (un)n∈N une suite qui converge faiblement vers 0 dans L2
loc(Ω) et admettant une

mesure microlocale de défaut µ. Considérons un opérateur différentiel d’ordre m, P =∑
|α|≤m aα(x)∂αx avec aα ∈ C∞b (Rn). On note pm =

∑
|α|=m aα(x)(iξ)α le symbole principal

de P . Supposons que, pour tout χ ∈ C∞0 (Ω), la suite χP (un) converge fortement vers 0

dans H−m(Rd). En déduire que

suppµ ⊂
{

(x, ξ) ∈ Ω× Sd−1 ; pm(x, ξ) = 0
}
.

Indication : écrire ‖χPun‖2
H−m(Rn) sous la forme (Op(a)(χ′un), χ′un).

9. (∗) Soit (un)n∈N une suite qui converge faiblement vers 0 dans L2
loc(Ω) et admettant

une mesure microlocale de défaut µ. Considérons un opérateur différentiel d’ordre m,
P =

∑
|α|≤m aα(x)∂αx avec aα ∈ C∞b (Rn). On suppose de plus que P ∗ = P et que, pour

tout χ ∈ C∞0 (Ω), la suite χP (un) converge vers 0 fortement dans H1−m(Rn). Montrer que,
pour toute fonction a ∈ C∞(Ω× (Rn \ {0})) homogène d’ordre 1−m en ξ pour |ξ| > 1/2

et à support compact en x, on a∫
Ω×Sd−1

{a, pm}(x, ξ) dµ(x, ξ) = 0.

Indication : introduire χ telle que χa = a.

10. Démontrer le théorème 1.
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