Ecole Normale Supérieure Analyse des équations aux dérivées partielles 2016/2017

TD N°3. OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS, CALCUL SYMBOLIQUE ET
INTEGRALES OSCILLANTES

Exercice 1 : calculs d’intégrales oscillantes

1. Soit @ € A™(R™ x R™). Montrer que, pour tout j :
/eiy a(z,y)drdy = / — *0y,a(z,y)dzdy.

2. Soit a € A™(R™). Montrer que :

(271T)n/eiy'xa(y)dyda; = (2717)” /eiy'ma(aj)dydm = a(0).

3. Soient «, 8 € N". Montrer que :
1 i YOX 0 sia#pf
-z d dr = A
(2m)™ /e alp! v = { (72!‘ | si a = f.

Exercice 2 : développement asymptotique de I’inverse

Soit a € §™. On suppose qu’il existe C' > 0 tel que, pour tous z,£ € R™ :
la(z, )| = C(1+ €)™
On a vu dans 'exercice 5 du TD 2 qu'il existe b € S~ vérifiant :
Op(a) o Op(b) =Id+ R avec R € Op(S™°).

Le but de I'exercice est de trouver by € S~ by € S™™! tels que b — (by + bg) € S™™2.
1. Montrer que le symbole b’ défini par ' = b — 1/a est dans S~ 1.
2. Montrer que

d+R=0p|1--— Za@ a)+ab' | +8
avec S € Op(S72).
3. Conclure.

Exercice 3 : paramétrice d’un probléme elliptique

Soit P(£) un polynéme en &, de degré m, a n variables, tel qu’il existe R,C > 0 tels que :
P& = ClEm, VI§l = R

On dit alors que l'opérateur P(D) est elliptique.



1. Soit x € CX(R") telle que x = 1 sur B(0, R). Montrer que, pour toute v € C°(R™), I'intégrale
suivante a un sens (au sens des intégrales oscillantes) :

1 m.gl - X(f)u 2)da
ey | ey e

2. Soit U un ouvert borné ne contenant pas 0. On considére la distribution 7" sur D(U) définie par :

_ 1 eix.f 1- X(g)u 2)dx
() = G | ¢Sy e

Montrer que 7' s’identifie & une fonction de L?(U).

3. Montrer de méme que, pour tout o € N4, 9T s’identifie a une fonction de L?(U). En déduire que,
sur D(R™ — {0}), T s’identifie & une fonction C*°(R"™ — {0}).

4. Montrer qu’on a P(D)T' = g + r avec r € C*(R"™). La distribution 7" est appelée paramétrice de
P(D).

5. Montrer que, pour tout € > 0, on peut trouver une paramétrice de P(D) a support dans B(0, ¢).

Exercice 4 : lemme de Schur

Soit K : R™ x R™ — R une fonction continue. On suppose qu’il existe A > 0 tel que :

sup /]K(J:,y)]da: <A sup /!K(m,y)]dy <A
yeR? reR™

Pour toute u € CJ(R™), on pose :

Pu(z) = / K y)u(y)dy

1. Montrer que Pu est bien définie et appartient & L°°.

2. On va montrer que P se prolonge de maniére unique en un opérateur continu de L? dans L?, qui
vérifie :
[[Pull2 < Alull2

a) En utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, montrer que, pour toute u et pour tout x :
Pu@) < 4 [ 1K) uty) Py
b) Conclure.

Exercice 5 : continuité sur L? d’un opérateur pseudo-différentiel d’ordre 0

Dans cet exercice, on donne une nouvelle démonstration du théoréme suivant.

Théoréme. Soit a € S°(R™). Alors Op(a) s’étend en un opérateur continu de L? vers L?.



1. On commence par supposer a € S~ (1),

a) Montrer que Op(a) s’écrit sous la forme Op(a)u(z) = [ K(z,y)u(y)dy pour un noyau K qu'on
calculera.

b) Montrer que (1 + |z — y|""!)K(z,y) est une fonction bornée.

c) Démontrer le théoréme a ’aide du lemme de Schur.

2. Montrer par récurrence sur k € {0, ...,n} que le théoréme est vrai si a € S¥~(+1),
[Indication : utiliser Videntité [|T*T|| 2,2 = [|T]|72_, ;2]

3. La question précédente démontre en particulier le théoréme lorsque a € S~1.

On suppose maintenant a € S9.

a) Montrer que si M > 0 est assez grand, il existe un symbole ¢ € S°(R"™) tel que :

Op(e)* Op(¢) = MId — Op(a)* Op(a) + R

avec R € Op(S™1).
b) Conclure.

Exercice 6 : régularité du noyau en dehors de la diagonale
Soit a € 8™, pour un certain m € R.
1. Rappeler I'expression du noyau de Op(a).
2. Montrer que, si m = —oo, alors le noyau est C*.
3. Soient z,y € R™ tels que = # y. Soient ¢, ¢ € C°(R™) telles que :
1. ¢ vaut 1 au voisinage de x.
2. 1 vaut 1 au voisinage de y.
3. Supp(¢) N Supp(y) = 0.

Montrer que My Op(a)My appartient & Op(S™°°) (ot My et My, désignent respectivement les multi-
plications par ¢ et ).
4. Calculer le noyau de My Op(a)M,y en fonction du noyau de Op(a).

5. Montrer que le noyau de Op(a) est C* au voisinage de (z,vy).

Exercice 7 : symboles locaux

Si © C R™ est un ouvert, on appelle S/ (€2) I'ensemble des fonctions a : Q@ x R™ — C telles que, pour

toute ¢ € C°(Q), ¢a appartient a S™(R"™).

1. Pour toute a € SJ7.(€2), on définit, pour toute fonction u « convenable » :

1

Ve, Opq(a)u(x) = @) /Rn e Sa(x, £)u(€)dE.

a) Montrer que cette formule définit un opérateur de C2°(€2) vers C*°(12).

b) Pour toute ¢ € C2°(£2), on note My : C*(Q) — C>*(R") 'opérateur qui, a u, associe ¢u (prolongée
par 0 en-dehors de Q).

Montrer que, pour toute v € C°(Q2), si (b,(ﬁ € C2°(Q2) valent 1 sur le support de v, alors :

(Op(¢a))*v = (Op(¢a))*v



c¢) En déduire qu’on peut étendre Opg(a) en un opérateur de S'(R™) vers D'(Q2).

2. On suppose que A : C°(Q2) — C*(Q2) est un opérateur linéaire vérifiant la propriété suivante : pour
toutes ¢, € C°(Q2), MyAM,, appartient a Op(S™).

On va montrer qu'il existe a € S} (Q) tel que A = Opg(a) + R, pour un certain opérateur R de la
forme :

Ru:xeQ— / K(x,y)u(y)dy
Q

avec K € C*(Q2 x Q).

On admet l'existence d’une partition de l'unité de €2, c’est-a-dire une suite (1)) jen d’éléments de C2°(€2)
vérifiant les deux propriétés suivantes :

1. pour tout K C Q compact, {j tq Supp(¢;) N K # 0} est fini.
2. pour tout = € Q, >, ¢;(x) = 1.

a) Montrer que, pour toute u € C°(2), cela a un sens d’écrire :

Au= Z Ajru

j,keN

ou on a noté Ajp = My, AMy, .

b) On note I = {(j, k) tq Supp(¢;) NSupp(¥x) # 0}. Montrer que 3,y Ajk est de la forme Opg(a)
avec a € S| (Q).

c¢) Montrer que, pour tout (j,k) ¢ I, Aji est un opérateur a noyau C*. Montrer que le support du
noyau est inclus dans Supp(v;) x Supp(¢y).

[Indication : utiliser I’exercice 3.]

d) Démontrer le résultat voulu.



