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TD N°5. ANALYSE MICROLOCALE

Exercice 1 : propriétés du front d’onde

On rappelle que les éléments de E'(R™) se prolongent & S(R™) en des distributions tempérées et que
pour toute u € &'(R™), Fu est une fonction C* a croissance au plus polynomiale.
On suppose u € E'(R™) fixée pour la suite de I'exercice.

1. Soit £ tel que w est a décroissance rapide sur un voisinage conique C; de £ (on dit alors que £ ¢ ¥(u)).
a) Montrer qu’il existe un voisinage conique Cy de £ et une constante c telle que, pour tout n € Cy, on
ait [n— (| <clnl > C€Cr.

b) Soit ¢ € S(R™). Montrer que ¢u est & décroissance rapide sur Co.

c¢) En déduire que, pour toute ¢ € S(R™), X(pu) C 3(u).

2. a) Montrer que, pour toute v € D'(R"), pour toute ¢ € C*°(R"™,R), on a WF(¢v) C WF(v).

b) Soient ¢1, s € C°(R™) telles que ¢ # 0 sur le support de ¢1. Montrer que X(¢pu) C X(pau).

c¢) On définit ¥, (u) comme l'intersection des X (¢u), pour ¢ € C° telles que ¢(z) = 1. Dire pourquoi :

Yo(u) = {€ tq (z,§) € WF(u)}.

d) Soit I' un voisinage conique de 3;(u). Montrer qu’il existe un nombre fini de ¢; € C2°(R",R) avec
¢j(x) # 0 telles que N;X(¢pju) C I

e) En déduire qu’il existe un voisinage U de z tel que, pour toute fonction ¢ € C°(U,R), on ait
Y(gpu) CT.

Exercice 2 : une autre caractérisation du front d’onde

Soient s € R et f € H*(R™). On va montrer I’équivalence entre les deux propriétés suivantes :

L. (z0,80) € WF(f).
2. Tl existe un voisinage conique I' de (zg,&) tel que, pour tout a € ST tel que Supp(a) C T,
Op(a)f € H™.

1. Montrer (2) = (1).

2. Réciproquement, soit (xg,&p) ¢ WF(f).
a) Montrer qu'il existe a € S° vérifiant les deux propriétés suivantes :

- Op(a)f € H™.

- Il existe un voisinage conique I' de (xq,&p) et R > 0 tels que :

V(z,€) €T tq €] = R, la(z, &) = 1.

b) Soient a,I’ comme précédemment. Soit I un voisinage conique ouvert de (xg, &) tel que T'cr.
Soit b € ST tel que Supp(b) C I". Montrer qu’il existe ¢ € ST tel que :

Op(b) — Op(c) Op(a) € Op(5™).

c) Conclure.



Exercice 3 : propagation des singularités pour 1’équation des ondes

1. Résoudre I’équation des ondes sur R :

(1) {(8t2u—Au =0

u, atu)|t=0 = (07 f)

ot f € L*(R™) est a support compact et u € C*(R, H*(R")). Montrer que si f € C*(R"), alors
u € C®(R x R™).

On définit le support singulier par : = ¢ singsupp(u) s’il existe un voisinage de x sur lequel u est C*™
et on définit 3(f) comme a lexercice 1.

2. On considére une solution u de (1). Soit x € C*°(R"™) telle que x(§) = 1 pour [{] > 1 et x = 0 au
voisinage de 0. Vérifier que :

s (0~ u) [ x(@) g i e

u(t,z) =

ou on a noté :

wito) = [ ﬁ(j) i16D f(¢) de.

3. Montrer que WF(u(t)) C WFE (uy(t)) UWF(u_(t)).
4. On suppose fixé t € R et z9 ¢ Supp(f) — tX1(f), ou 1(f) = 2(f) N {|¢] = 1}. Soit U un voisinage

de z¢ et I' un voisinage conique de X(f) tels que :
U N (Supp(f) —tI'1) =0

ot on a noté I'y = 'N{|¢| = 1}. On introduit ¢ homogene de degré 0 telle que ¢ = 1 sur un voisinage
conique de X(f) et ¥(§) = 0 pour £ ¢ T'. On écrit uy = ui_ + “3— ou :

EX(E) i(wetie)
/ m f(e)de,

Ui(ta$) _/ |£’))X(§> i(x.E4t[€]) f(f) de.

Montrer que singsupp(u-) = singsupp(ul ).

5. En utilisant la relation

&
g, eile—s)Ettie) — gilta—v)&+tie)),

montrer que ut € C*°(U). En déduire z¢ ¢ singsupp(u.(t)).

6. En déduire le « théoréme de propagation des singularités » suivant :

singsupp(u(t)) C U(z,6)ew F(f) (ZL‘ + t‘f|>



