Ecole Normale Supérieure Analyse des équations aux dérivées partielles 2016/2017

TD N°7. PRINCIPE DU MAXIMUM, INEGALITE DE CACCIOPPOLI ET
PROBLEMES DE REGULARITE

Exercice 1 : principe du maximum
Soit 2 C R™ un ouvert.

1. Soit G € C'(R,R) une fonction de dérivée bornée telle que G(0) = 0.
a) Montrer que, pour toute u € H'(Q), G ou € L?(1Q).
b) Montrer que, pour toute u € H'(2), Gou € HY(Q) et que, pour tout j < n :

0j(G ou) = (G o u)dju.
[Indication : considérer une suite (uy,)nen de fonctions de classe CH(R") telle que u,, — u dans H'(2)
et telle que (uy)nen converge simplement vers u, presque partout sur €2.|
2. On considére 'opérateur suivant :

L(u): Z ai(aijéju)

1<i j<n

ot les a;; sont des fonctions de L>(€2), & valeurs dans R, telles qu’il existe A > 0 vérifiant :

V(2,§) eQAxRY, AP < Y ay(@)€;.

1<i,j<n

Pour toute fonction u € H(2), on dit que Lu = 0 au sens faible si :

voe k@), Y /Q a5 () (Byu(x)) (Bie(x))dr = 0.

1<i,j<n

On va démontrer le principe du maximum : si u € HY(Q) N C%() est telle que Lu = 0 au sens faible
et u < 0 sur 09, alors u < 0 sur tout €.

a) Montrer qu’il existe G € C}(R) une fonction de dérivée bornée telle que G’ > 0 sur ]0; +oo[ et G =0
sur | — oo; 0].

b) En considérant (Lu, G o u), montrer que [, |[Vu|?*G’(u) < 0.

c¢) Conclure.

[Remarque : 'hypothése u € C°(Q) est superflue. La démonstration reste valable si on suppose seule-
ment que u appartient & H'(£2) et que sa trace sur 9 est négative.]

Exercice 2 : inégalité de Caccioppoli et régularité des fonctions harmoniques

Soit © un ouvert de R™. On rappelle que par définition, une fonction u € H* () & valeurs réelles est
harmonique si

/ Vu-Vo =0, Yo Hi(Q).
Q

1. Supposons que u € C*(Q) est harmonique et considérons deux boules concentriques B(r) CC
B(R) cC Q. Montrer que pour tout ¢ € R, on a :

/ |Vu|? de < 162/ lu — c|? da.
B(r) (R—=1)% JBm)\B()



[Indication : introduire n € C2°(Q) telle que 0 <n <1, n=1sur B(r) et |Vn| <2/(R—r).|
2. Considérons une boule B(R) CC Q. Montrer que pour tout k € N*| il existe une constante K (R, k)
telle que pour toute u € C*°(2) vérifiant Au =0, on a :

/ IVFu)? dz < K (R, k)/ u? da.
B(R/2) B(R)

3. (Théoréme de Weyl) Montrer que si u € H() est harmonique, alors u € C*(Q).
[Indication : introduire une approximation de l'identité.|

Exercice 3 : inégalité de Caccioppoli et régularité des solutions de Lu = f

Soient A = (a;;(z)) € L*>(Q, My(R)) une fonction a valeurs matricielles et o > 0 tels que :

VeeQVEeR:,  al¢]? < Z aij(x)&:&;.

i,j=1
Soient b € L>(Q,R%) et ¢ € L>®(Q, R). On considére I'opérateur linéaire défini par

u=—div(A(z)Vu) + b(z).Vu + c(x)u

d
:_Zaﬂﬂi(am )0z u +Zb )05, u + c(z)u.

ij=1

Soient f € LQQ) et u € H'(Q) telles que Lu = f au sens des distributions. Soit Q' C Q un ouvert
borné tel que ' C 2. Montrer que :

/ |Vu|?dx < C’/(u2 + f3)dx
o Q

[Indication : on pourra utiliser comme fonction test n%u ot n € C°(2) et vaut 1 sur .|

Exercice 4 : inégalité de Caccioppoli et régularité des solutions de div(AVu) =0

Dans tout l'exercice, on note up = 1/|B| [z u(y) dy pour B C R™ borné et B(r) la boule de centre 0
et de rayon r pour tout r > 0.

Soit R > 0. On suppose que u € H'(B(R)) vérifie div(AVu) = 0 ot A est une matrice & coefficients
bornés satisfaisant :

VrzeQveéeR:,  algf < Z aij(x)&;
,5=1
ot a > 0.

1. Soit 0 <7 < R.
a) Montrer qu’il existe une constante C' > 0 indépendante de r telle que

VneCX(B(r)), / n?|Vul? doe < C’/ [u?|Vn|? da.
B(r) B(r)



b) En déduire qu’il existe une constante C' > 0 indépendante de r telle que

!
/ |Vu|? de < % lu|? da
B(r/2) " JB(r)\B(r/2)

puis que
!

C
Vul? dz < = / | — uppB(r2) | d.
/B(r/m 2 JBe©\B(r/2)

2. Montrer qu’il existe une constante c telle que pour tout r > 0, on a

/ |u_uB(T)\B(7‘/2)|2d’1" < cr2/ \Vu|? dz.
B(r)\B(r/2) B(r)\B(r/2)

[Indication : on pourra utiliser 'inégalité de Poincaré-Sobolev qui dit que si 2 est un ouvert borné de
R™ de classe C!, alors il existe une constante C(£2) telle que

Vue HY(Q), [u—ualr20) < CQ)IVull2(q).

On pourra également introduire u(z) = u(rz).|
De la méme maniére on pourrait montrer qu’il existe une constante c telle que pour tout » > 0, on a

/ lu — uB(,,)|2dx < cr2/ |Vul|? d.
B(r) B(r)

3. En déduire qu’il existe une constante 6 > 0 telle que

/ |Vu|* de < b |Vu|? da.
B(r/2) 1+6 Jp@)

4. Montrer que si f :]0, R] — R est une fonction croissante qui vérifie f(r/2) < (1/2)*f(r) pour tout
r €]0, R], alors f(r) <2%(r/R)*f(R) pour tout r € [0, R].

5. Montrer qu’il existe deux constantes C', a avec a > 0 telles que pour tout 0 < r < R,

/ lu(z) — uB(T)|2 dx < C’r2+°‘/ |Vul?.
B(r) B(R)

Exercice 5 : régularité pour I’équation de Kolmogorov

Une distribution f = f(¢,x,v) a valeurs réelles définie pour (t,z,v) € R xS x R ou S est la sphére de
dimension 1, est une solution de I’équation de Kolmogorov associée a la donnée initiale fo = fo(z,v),
(z,v) € S x R si elle satisfait :

Of =Lf, fy—o=fo o Lf=—vd.f+0ul.

On introduit 1'espaces L? = L?(S x R) et I'espace H' = H!(S x R) associé a la norme

1A 17 = 1172 + 1001172 + 1100 1172



On suppose que pour fo € S, il existe une solution associée f € C!(R,S). On introduit une fonctionnelle
F définie sur [0,1] x H' par

F(t,h) = A2 + Bt9,hla + CL2(0,h, uh) 12 + 10017, (t,h) € [0,1] x H'

ou A, B et C sont des constantes strictement positives a déterminer.

1. Montrer que si C' < VB, on a F(t,h) > A||h||> + (Bt/2)||0,h||? + (t3/2)|0:h||* pour tout t € [0, 1]
et tout h € H'.

2. Montrer qu’on peut choisir les constantes A, B et C respectant la condition C' < v/B telles que
si f est solution de I’équation de Kolmogorov associée & une donnée initiale fo € S alors en notant
ft = f(tv 'v ')a

d

3. Montrer qu’on a les estimations suivantes pour fy € S :

c’ c’
%HfOHB ot |fillm < 5zl ollee,  VEE]D 1

ott C’ est une constante strictement positive. On peut déduire de ce résultat que si fy € L?, la solution
associée f satisfait f; € H' pour tout ¢ €]0, 1] mais on ne le démontrera pas ici.

Havft”ﬂ <

Exercice 6 : régularité et comportement en temps grand pour I’équation de Fokker-Planck

Une distribution f = f(¢,x,v) a valeurs réelles définie pour (¢,z,v) € R x S x R ou T est la sphére de
dimension 1, est une solution de I’équation de Fokker-Planck associée a la donnée initiale fo = fo(z,v),
(z,v) € S x R si elle satisfait :

(1) of=Lf, f\t:O = fo on Lf=—vdyf+ (_U + 8v)avf

Soit p la gaussienne définie par p(v) = e_”2/2/\/ 27. On considére les espaces £2 et H! définis par
L£? = L?(dv dp) et H' = H(dx dp) ott dp = pdx. On note (-, -) 2 le produit scalaire défini sur £2 par
(f,9) 2 = Jsyr fodpda.

On suppose que si fo € S, il existe une solution associée f € C1(R,S).

1. a) Montrer que f est une solution de ’équation de Fokker-Planck si et seulement si F' = p+ pf
est solution de I’équation de Fokker-Planck classique :

O F +v0, F = 0y (0, F +vF), Fly—o=p+ pfo.

b) Montrer que si fy satisfait fng fodpdz = 0 et f est une solution de associée a fy, alors pour
tout t >0, [g,p frdpdr =0 ot on anoté fi(x,v) = f(t,z,v).

2. Soit G la fonctionnelle définie sur H! définie par
g(h) = AHhHQLQ + BHavh”%? + C(&,h, 8xh)£2 + HaachH%2

pour des constantes strictement positives A, B et C' & déterminer.
a) Montrer qu'il existe deux constantes Dy > 0 et Dy > 0 telles que Dyl - [|3,, < G < Dyl - |13, si

C < VB.



b) Montrer que si fp € S, pour un bon choix de constantes A, B et C' telles que C < VB, on a:

d C
(1) < =S (10ufill 22 + 110 fill 22).

si f est une solution de I’équation de Fokker-Planck et ot on a noté f; = f(¢,-,-).
¢) On rappelle 'inégalité de Poincaré suivante : il exite une constante Cp > 0 telle que pour toute
h € #' de moyenne nulle (i.e. [g phdude =0), ona:

CrlfI? < 0o £11” + ll0x £1I°.

Montrer qu’il existe une constante x > 0 telle que si la donnée initiale est de moyenne nulle :
foR fodudx = 0, alors la solution f; associée a fy vérifie

YVt >0, G(f)) <e ™G (fo).

d) En déduire qu'il existe une constante Cy > 0 telle que si la donnée initiale fp est de moyenne nulle
( foR fodudz = 0), alors la solution f; associée a fy vérifie

YVt >0, il < Coe ™| folla-

3. De la méme maniére qu’a ’exercice 4, on pourrait montrer qu’il existe une constante C7 > 0 telle
que si f; est la solution de associée a fo € L2, alors

C
|l < S lfollez, ¥t €10,1)

On admet que si g; est la solution associée a la donnée initiale gg = f1, alors on a g;—1 = f; pour tout
t > 1. Montrer qu’il existe une constante Cs > 0 telle que si la donnée initiale fy est de moyenne nulle
(Jsyg fodpdr = 0), alors la solution f; associée a fo vérifie

e*lit

Vit >0, <Co———75—
I ellpr < Co min(t3/2,1)

1foll z2-

[Remarque : ce résultat de convergence vers 0 couplé avec un gain de régularité sur f se traduit sur les
solutions de I'équation de Fokker-Planck classique en un résultat de convergence vers 1’équilibre couplé
avec un gain de régularité.|



