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TD N°8. THEOREME DE DE GIORGI

Dans tout le TD, n désigne un entier naturel non nul et on note B, la boule de R™ centrée en 0 et de
rayon r > 0.

Exercice 1 : estimation L2 — L™

Le but de la premiére partie de cet exercice est de donner une autre preuve de lestimation L? — L™
que celle donnée dans le cours. On considére la matrice de fonctions mesurables A(z) = (a;;(x))1<i j<n
définie pour x € B; et vérifiant la condition d’ellipticité suivante :

Aéf? < Z aij(x)&i&j, ¥ (2,€) € By x R"
1<ij<n

ainsi que :

sup ||aijl|peo(py) < A
1<4,5<n

pour des constantes A et A strictement positives. On introduit I'opérateur L d’ordre deux défini par
Lu = div(A(x)Vu).
Le résultat que 'on veut démontrer est le suivant :

Théoréme. I existe une constante § dépendant uniquement de A, A et n telle que pour toute solution

faible w de Lu =0 dans B1, on a :

lusllz2) < 6= llusllpe(s, ) < 1/2
ot on a noté uy = sup(0,u).
On rappelle deux résultats cruciaux pour la démonstration.

Lemme 1.1 (Inégalité de Sobolev). On pose p = (2n)/(n—2). Il existe une constante C; > 0 dépendant
uniquement de n telle que pour toute v € H'(B1), on a

[vllze(By) < CillVollL2(s,)-

Lemme 1.2 (Inégalité de Caccioppoli pour les sous-solutions). Soient u une solution faible de Lu = 0
dans By et p € C3°(By). Alors, on a :

/ IV (uy) dx < Cy [ V|12 / W de
B1

BiNsupp(y)

ot Cy > 0 est une constante dépendant uniquement de A\, A et n.

1. On introduit une famille de boules (Bj)zen centrées en 0 et de rayon (1 4 27%)/2. On remarque
que BO = Bj et Bk “converge” vers By /2 lorsque & — oco. On considére ensuite une suite (Ck)ren de
“niveaux d’énergie” définie par Cj = (1 —27%)/2 (allant de 0 & 1/2).

On définit la suite d’énergies au dessus du niveau C}, dans la boule By

U= [ @) on w = (u=Cus.
By,



a) On introduit les fonctions de troncature ¢, € C3°(B1) comprises entre 0 et 1, vérifiant

¢r=1 sur By
¢r =0 sur B,‘;_l
et satisfaisant |V¢r| < Co2F pour une certaine constante fixée Cy > 0. Montrer que pour tout k > 1,
. 2n
Hfﬁk—&-luk—i—lH%p < CkUk ou p=
n—2

ou C est une constante strictement supérieure a 1.
b) Prouver qu'’il existe des constantes C' > 1 (éventuellement différente de celle de la question précé-
dente) et 5 > 1 telles que pour tout k > 2,

Upi1 < CFUL.

2. Montrer que si Uy est assez petit, on a pour tout k > 2 :

U <
(2077

ot C est la constante de la question 1.b).

3. Conclure la preuve du théoréme.

Exercice 2 : lemme d’oscillation et théoréme de De Giorgi

On consideére la matrice de fonctions mesurables A(x) = (a;;())1<s j<n définie pour x € By et vérifiant
la condition d’ellipticité suivante :

NP < D7 ay(@)&é, V(2,6 € By x R"

1<i,j<n

ainsi que :
sup |[lagjllLos(By) < A
1<i,j<n
pour des constantes A et A strictement positives. On introduit 'opérateur L d’ordre deux défini par
Lu = div(A(x)Vu). On suppose que Lu = 0 pour une certaine fonction u € H*(Bs).
On rappelle les résultat suivants :

Théoréme 2.1 (Inégalité de Caccioppoli et estimation L? — L° pour les sous-solutions). Soient

xg € R, r >0 et p> 0 tels que B(xg,r) C B(xg,p) C By. Alors il existe ¢ > 0 tel que, pour toute
sous-solution positive v € H'(Bg) de Lv =0 :

1/2
sup v <c </ v2> ,
B(zo,r) B(zo,p)
1/2
o)<l
B(wo,r) B(zo,p)

1/2



Le but de I'exercice est de donner du théoréme suivant une démonstration différente de celle du cours.
Théoréme 2.2. [l existe a > 0 indépendante de u telle que u est a-Hélder sur Bj.
On va pour cela démontrer le lemme :

Lemme 2.3 (Lemme d’oscillation). Il existe o € ]0; 1 indépendante de u telle que, pour tout o € By
et tout r > 0 tel que B(xg,4r) C Ba, alors :

sup u— inf u<o| sup w— inf wu
B(zo,r) B(zo,r) B(x0,2r) B(zo,2r)

1. Montrer pourquoi le lemme entraine le résultat.

2. Dans cette question, on suppose que v € H'(Bj) est une fonction qui vérifie I'inégalité suivante,

pour un ¢ > 0 fixé :
/ |Vul|? < ¢.
B1

A=u ()= o0i0), C=u (01, D=u"([L; +oc]).

On définit :

a) On pose 4 = sup(0, inf(u, 1)). On remarque que Vi = (Vu) Lo<y<1 presque partout. Soit xg € A.
Montrer que :

1
|Dyg/ / V(1 = t)ao + ta)| |z — ao|dt da.
B1 JO

b) Montrer que :

Dl [ T,
By |70 —y"

1|0

il < e, [ o ([ ) a

pour une constante ¢, ne dépendant que de la dimension n.
¢) Montrer qu'il existe ¢, > 0 tel que, pour tout z € B; et tout E C Bj :

/I dy|n1§0%|E\1/”'
E T =Y

d) Montrer qu'il existe ¢, > 0 tel que

puis

2
«|C| > ¢ (ID||A]=/")

3. Soit u € Hl(Bg/Q) une sous-solution de Lu = 0 (c¢’est-a-dire qu’on a Lu > 0). On suppose 0 < u < 1.
Soit p = | By Nu~t({0})]. On suppose p > 0.
Pour tout k € N, on pose v, = 28 max(0,u — (1 — 27%)).



a) Montrer qu’il existe ¢y > 0 indépendante de u telle que, pour tout k :

/ Vo] < co.
B

b) En appliquant le résultat de la question 2. a la fonction 2min(vg,1/2), montrer que, pour tout
ke N*:
{z € By tq vp(x) > 0,vp41(x) = 0} > ¢|{z € By tq vg41(x) > 0}|?
ol ¢ est une constante qui ne dépend que de n, u et co.
¢) Montrer que, pour tout § > 0, il existe kg ne dépendant que de n, p, d et cg tel que :
{z € By tq vg,(xz) > 0} < 6.
d) En déduire qu’il existe n €]0; 1] ne dépendant pas de u tel que :

sup u < 1.
By

[Indication : utiliser le fait que [ vi, < {z € By tq g, (x) > 0}

4. Démontrer le lemme.



