Ecole Normale Supérieure Analyse des équations aux dérivées partielles 2016/2017

TD N°9.
Exercice 1 : estimation L? — L®
On consideére I’équation
(1) Opu — div(A(t,x)Vzu) =0

ol A(t, x) = (a,‘j (t, J}))lgi’jgn vérifie

MeP < Y0 ay(t gy, V(tw,€) €]—1,0[xB; xR"
1<i,j<n
ainsi que :
sup |laij |l Lo g-1,0x ) < A
1<i,j<n

pour des constantes A et A strictement positives. Pour tout réel r > 0, B, désigne la boule de centre
0 et de rayon r et on définit @, =| —r,0[ X B,.
Le résultat que 'on veut montrer dans cet exercice est le suivant :

Théoréme. Il existe une constante 6 dépendant uniquement de A, A et n telle que pour toute solution
faible u de dans Q1, on a :

/|U+‘2dl‘dt§(5 = ug(t,r) <1/2 sur Q)
1

ot on a noté uy = sup(0,u).
On introduit une suite de temps (T} )ren définie par

1
Tp=—50+ 27F)

et une suite de boules (Bk)keN centrées en 0 et de rayon (1 4+ 27)/2. On remarque que By = By et
By, “converge” vers By, lorsque k — oo. On définit la suite de cylindres (Q)ren par

Qr =T, 0] x By

On considére ensuite une suite (Cj)ren de “niveaux d’énergie” définie par Cj, = (1 — 2;’“) /2 (allant de
0 & 1/2). Puis on définit la suite d’énergies au dessus du niveau Cy dans le cylindre Qy, :

Uk:/ ’uk(t,x)‘2dxdt ot ur = (u—Cg)s.
Qk

On introduit les fonctions de troncature ¢ € C§°(B1) comprises entre 0 et 1, vérifiant

¢ =1 sur By,
op=0 sur Bf ,



et satisfaisant |V¢r| < Co2* pour une certaine constante fixée Cy > 0.

1. a) Montrer qu’il existe des constantes C et Cy > 0 (ne dépendant pas de u) telle que si T < s <

Tk+1 <t< 07
t
( [ i dw) oryey| ( / |v<¢k+m+1>|2dx> (7) dr

t
< ( [ i dx) ©+0 [ < JC dx) (7)dr.

b) Montrer que

0
Eri1 = sup (/(¢k+1uk+1)2 dm) +/ / ’(V¢k+1)uk+1‘2d$ dt < CkUk
Tk+1 v B1

Ty1<t<0

pour une constante C' > 1.

On remarque que 41 controle ¢y 1upy1 dans LTy 1,0; L?(By)) et dans L?(Tjy1, 0; L2”/("_2)(Bl)).
On admet qu’on peut alors prouver que

2
1Prr1uk 1l 2@imm@, , ) S Calker

pour une constante Cs > 0.

2. En déduire que

Comme dans 'exercice 1. du TD 8, on peut montrer qu’il existe § > 0 tel que si Uy < 9 alors Uy — 0
lorsque k tend vers l'infini. On conclut alors que

up <1/2 sur Qoo = (—1/2,0) x By o

Exercice 2 : régularité elliptique

Soient 2 un ouvert de R™ et A € C%1(Q, M,,(R)) telle que, pour un certain A > 0 :
VreQ, VEER",  (A(2)€€) > el

Pour tout h € R™, on note tpu(x) = u(z+h) et Apu(x) = w Soient ' et Q” tels que & C
et Q7 C Q.
1. Rappeler pourquoi, pour v € H'(Q) et h assez petit :

[Thu — ullL2@my < TRVl L2

2. Soit f € L%(Q). Soit u € H'(Q) une solution faible de —div(AVu) = f.
Montrer que pour tout h assez petit et ¢ € H(£2), a support dans Q”, on a :

/ (T A)V (Apu), Vo) = / (Anf)é / (A A)Vu, V)
Q Q Q



3. En s’inspirant de la preuve de 'inégalité de Cacciopoli, montrer que :
IVApul? < C’/(u2 + ).
Q Q

[Indication : on pourra utiliser un résultat du TD 7 qui dit qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que
fQN |Vul? < cfQ(u2 + 2]
4. En déduire :

[ [ p.

Exercice 3 : estimation des dérivées d’une fonction harmonique
Soit  C R™ un ouvert. Soit u € C?(£2) une fonction harmonique dans 2.

1. Montrer que si B(zg,7) C €, alors, pour tout j =1,...,n :

ou 1

—(®0) = 57— u(y)vi(y)d
3%( 2 |B(20,7)| JoB(wo.r) W)esu)dy

ou v; est la j-iéme coordonnée du vecteur normal unitaire & 9B (zo, 7).

2. On suppose que m < u < M sur 0B(xg,r) pour deux constantes m et M. Montrer que :

ou M—m

—_— <

Ox;j (z0)] < Cn r
ou (), est une constante qui dépend de la dimension.
3. En déduire que si m < u < M sur 2, alors :

M—-m
YV € \Y <Ol .
e |Vu(e)] < O

4. Montrer que si (up)nen est une suite de fonctions harmoniques dans € qui est uniformément bornée,
alors on peut en extraire une sous-suite qui converge uniformément, ainsi que ses dérivées, sur tout
compact de €2, vers une fonction harmonique dans 2.



