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CORRIGE N°1

Exercice 1 : équation de transport linéaire avec donnée initiale non réguliére

1. Il suffit de faire des intégrations par parties en utilisant que ¢ est & support compact, ce qui annule
des termes de bord et nous autorise & appliquer le théoréme de Fubini.

2. Soit ¢ € C°(RT x R™, R). Soient aussi T' > 0 et R > 0 tels que suppi/} C [0 T] x B(0, R). On utilise
I'indication de I’énoncé et on considére ¢y € C*°(R™) définie par pg(z) = — fo (s,z+ cs)ds. Alors ¢
définie comme solution de ’équation de transport

{ Op(t,x) + - Vap(t,z) =(t,z) sur R xR"
SD(') O) = %o,

est donnée par

o(t,x) = oz — ct) + /0 Y(s,x —c(t —s))ds = /T (s, x —c(t—s))ds.

En étudiant séparément les cas t < T et t > T, on peut montrer que supp ¢ C [0,7] x B(0, R+ ||c||T).
Revenons & 'unicité. Par linéarité de 1’équation, il suffit de montrer que si ug = 0 alors © = 0. On
considére donc une solution faible u associée a la donnée initiale ug = 0. Par définition d’une solution
faible et en utilisant que ¢ définie précédemment est bien une fonction test, on a :

/ u(t, z)[Opp(t, ) + ¢ - Vap(t,x)| dzdt =0,
R+ xR"»

ce qui se réécrit, d’aprés la définition de ¢ :

/ u(t, z)p(t, z) dedt = 0.
R+ xR"”

La fonction v étant quelconque, on en déduit que u = 0 presque partout.

3. La solution faible du probléme est donnée par

0 si x<ct
u(t,x)—H(m—ct)—{ 1 s x> et

En effet, si u est définie ainsi, pour ¢ € C°(RT X R), on a :

/ H(z — ct) [0pp(t, x) + cOpp(t, )] du dt + / H(x)p(0,x) dx
R+ xR" R

[Orp(t, ) + cOpp(t, x)] du dt —I—/ »(0,2) dz

/{(t,z)ERJf xR, x>ct} Rt

[8,:@(15,95) + c@xcp(t,x)] dx dt +/ ©(0,x) dz
R+

z/c

:/ Orp(t, x) dtdaz—i—c/ / Orp(t, da:dt+/ ©(0,2) dx
R+ Jt=0 R+ Jz=ct Rt

= / o(z/c,x) dx —/ ©(0,x) do — c/ o(t,ct) dt +/ ©(0,z) d.
R+ R+ R+ R+

/{(t,z) ERT xR+, z>ct}

=0.



Exercice 2 : une équation de transport non linéaire

1. a) La fonction ¢4 est C! sur R et pour tout s € [0, T7,
e(2) =1+ sup(z) >0, VzeR.

En effet, pour tout z, on a uj(z) > —max(0, —uj(z)) > —1/T. De plus, comme ug est bornée, on a
¢s(2) —i> +00. Donc @ est une bijection strictement croissante de R su R et de classe C! ainsi que
Z—>00

sa réciproque.
b) On applique le théoréme des fonctions implicites a ’équation F'(t,z,z) = 0. L’unique solution de
cette équation étant z = ¢, 1(ac), on en conclut que 'application ® définie par

O(t,z) = ¢; *(x), V(t,x)e€[0,T[xR

est de classe C! sur [0, T xR.
c¢) De plus, en dérivant la relation F'(t,z, ®(t,x)) = 0 par rapport a ¢ puis par rapport & x, on a :

C up(B(t, 7))
0®(t w) =~ tul (B(t, )’
0y ®(t,x) = 1

1+ tuf(®(t,x))
Donc la fonction u définie par u(t, z) = uo(®(t,z)) est de classe C! sur [0, T[ xR par composition et

Opu(t, v) = up(Q(t, 2)) 0D (t, x) = — (@ (1 '(f— tul)(zg((fx),)ﬂf)) ’
_ up(2(t,x))
Opu(t,x) = : +?fug(¢>(t,x))'

On peut ainsi vérifier que
Oru(t, z) + uo(®(t, z))0yu(t, ) = 0.

Comme uo(P(t,z)) = u(t, ), on en déduit que u est bien solution de (2) puisque ®(0,z) = qﬁgl(x) =z,
ce qui permet de vérifier également la condition initiale.

2. Soit ¢ de classe C* a support compact dans RT x R. Le calcul montre que

/ [vp(t, x)Op(t, ) + 1vf,(t, x)0zp(t, x)] dx dt = 0.
R+ xR 2

En effet, on a :

1 oo
/ B p(t x)0p(t, x) dedt = / / 5 p x)0zp(t, x) dx dt
R+ xR pt

+oo
(1) =/ / 2p20pp(t, x) da di
0 —pt
+oo

= 2p2/0 [p(t, pt) — @(t, —pt)] dz dt.



Puis,
/ vp(t, x)0pp(t, x) dudt
Rt xR

0 +o0 400  ptoo
= / / vp(t, z)Op(t, ) dt do +/ / vp(t, 2)0kp(t, ) dt de.
—00J0 0 0

Siz >0, v(t,x) =0sit <z/petuvy(t,x)=2psit>x/pdonc

+oo  ptoo +oo  p+oo +o0 T
/ / vp(t, x)Opp(t, ) dt de = Qp/ / Orp(t,x) dt doe = —2p/ ® (,x) dx.
0 0 0 z/p 0 p

De méme, on a :
0 +o00 0 T
/ / vp(t, x)0pp(t, ) dtde = 2p/ @ (—,x) dzx.
—o0 J0 —00 p

D’ou par changement de variable

+o00 +0oo
(2) / up(t, 2)O0p(t, x) de dt = —2p2/ o(s,ps) ds + 2p2/ o(s, —ps) ds.
R+ xR 0 0
En utilisant et (2)), on obtient le résultat voulu.

Exercice 3 : inégalité de Caccioppoli et régularité des fonctions harmoniques

1. Soit ¢ € R. Comme suggéré dans I’énoncé, on introduit n € C2°(B(R)) telle que 0 < n < 1, qui vaut 1
sur B(r) et telle que |Vn| < 2/(R—r). On pose ¢ = (u—c)n* € C>°(£2). Comme u est harmonique, on
a fQ ¢ Audx = 0 (intégrale bien définie car ¢ est a support compact). En intégrant par parties, on a :

/ Vau - (n*Vu+2(u—¢)nVn) dz = 0.
Q
D’ou
/ n?|Vul? do = —2/(u —c)nVu - Vndz
Q Q
<2 | Ju~ clolVul V] ds
Q

1/2 1/2
<2 </ lu — c\2|Vn\2das) (/ |Vu\2772 dx> .
Q Q

On en déduit en utilisant le fait que V7 est a support dans B(R) \ B(r) et |Vn| < 2(R—7) :

/ |Vu|? de < / n?|Vul*dr < 4/ lu — c[?|Vn|? dz
B(r) Q Q

< LQ / lu — c|? dz.
(R—=7)? JBr)\B(r)



2. D’aprés la question précédente, pour tout R’ < R, on a une estimations du type

/ |Vu|2dx§C(R,R’)/ (uf? da
B(R) B(R)

ou C(R, R') est une constante strictement positive dépendant de R et R’. Siu € C*°(2) est harmonique,
ses dérivées le sont également. On en déduit alors que pour R’ < R/, on a :

/ V(0 0)|? dr < C(R’,R”)/
B(R")

100, ul? dz < C(R’,R”)C(R,R’)/ wlde, Vi=1..n.
B(R) B(R)

On obtient le résultat voulu en itérant cet argument.

3. On introduit une approximation de l'unité ¢-(y) = ¢ "¢(y/e) ou ¢ € C°, ¢ > 0, supp(¢) C B(0,1)
et [ @dr = 1. Soit u € H'(Q). On pose u. = u * ¢.. Alors u. € C®(Qe) ont Q. = {z € QO :
dist(x,09)) > €}. De plus, on peut montrer que u. est harmonique sur .. Pour cela on considére
© € C°(€), et on veut montrer que an Auspdr = 0 ou autrement dit que st Vu. - Vodr =0. On
calcule en utilisant que supp(¢.) C B(0,¢) :

/QE Vue - Vodr = /E </B(0,s) Vaou(z — y)o:(y) dy> V() dx

— /B(o,a) < . Veu(x —y) - V(x) da:> b<(y) dy

— /B o < - Veou(z) - Vo(z +y) drc) Pe(y) dy

— /B(Oﬁ) </Q Vaeu(z) - Vo(z +y) de) b (y) dy

ot la derniére égalité provient du fait que suppy C Q. et que pour tout y € B(0,¢), Q. —y C Q.
Pour chaque y € B(0,¢), la fonction 1, définie par ¢, (z) = ¢(x + y) est dans Hj(2). Comme u est
harmonique sur 2, on en déduit que pour tout y € B(0,¢), [, Vou(z) - Vo(z + y)de = 0 d’ou le
résultat.

On peut donc appliquer la question précédente a u.. Comme u. converge vers u dans L?(B(R)), on
obtient que u. est de Cauchy dans H*(B(R/2)) et en passant a la limite on obtient que u € H*(B(R/2))
(u étant la limite de u. dans L?(B(R)), par unicité, c’est également la limite de u. dans H*(B(R/2))).
Ainsi, on a prouvé que pour tout s € N, il existe Rs > 0 tel que u € H*(B(Rs)), on peut ainsi conclure
en utilisant l'injection de Sobolev H® c ¢ls—n/2l.

Exercice 4 : inégalité de Caccioppoli généralisée

Soit n € C°(9) positive et valant 1 sur . La fonction n?u est dans H{ () (c’est une fonction de H?
nulle au voisinage de 0f2).



Calculons <Lu,n2u> = <f, 772u> :

d d
<Lu,172u> = Z / aij(amju)ﬁmi [772u] —1—2/ bi(ﬁxiu)nZu—l-/ cu2772
Q — Ja Q

i,j=1
d

= 3 [ e0r,0) @) +2 S | @, upnt@n
i,7=1 2,j=1

d
—I—Z/Qbi(axiu)n%—i—/ﬂcu%?
i=1

Donc :

/77 |Vu|? < Z/nawa )0y, u)

7,7=1

< [ (fiaPlul + kelae?) +2" [ fullVulalal + " [ Juli Tl
< [l + etus?)
1/2 1/2 1/2
+ (/ 772]Vu\2> 20" </ uz\Vn\Z) +C” (/ u2n2> ]
Q Q Q
Une inégalité de la forme 22 <ax+bavech>0 implique 22 < a?+2b. On a donc :
1 1/2 1/272 9
[oue < feor ([} e ([ane) T+ 2 [ R+ )
Q « Q Q @ Jo
80/2 20//2 2
<25 [aenp+ 2 / it 2 [Pl + o)
(6% Q Od o) a Jo
80’2 20" 2 1 1
19l [+ 2ol [ 2 [ (54 (5 o+ el ) )
Q o Q
< C/ u? —|—f

pour une constante C' bien choisie.
Comme 1 = 1 sur €, cela donne :

/ ]Vu|2 < / 772\Vu|2 < C’/ (u2—|—f2).
Q Q Q

Exercice 5 : estimation des dérivées d’une fonction harmonique

1. Pour tout x dans un voisinage de xg :

1
u(z) = / y)dy = ———— u(z + 2) dz.
xDv | (z,r) ‘B(xo,’l”” B(0,r)



On peut dériver sous l'intégrale. On applique ensuite la formule de Green & la fonction U : Q@ — R"
telle que U; =0sii # jet Uj = u:

;Z(x) _ |B(a:10,r)] o 885](36 + 2)dz
- |B(331077“)! B(z,r) gxuj(y)dy
_ W " div U (y)dy
:wéwwamﬂwww@my
S u(y)v; (v)dy.

|B($07 ’I“)’ OB(z,r)

2. Appliquons I’égalité précédente & v — m (qui est également C? et harmonique sur ) et utilisons la
majoration 0 <u—m <M —m :

ou 1
——(v0)| £ 57 u(y) —m)v;(y)ldy
‘81']'( ) |B(zo,7)| aB(xo,r)K = mn
M —m
| B(zo,7)| aB(wo,r)| )
<, Mo
TTL
:CnM_m
,

ou (), est une constante dépendant uniquement de la dimension.
3. On applique l'inégalité de la question précédente pour xg = z, r < d(x, ). On obtient ainsi que
chaque composante de Vu(z) est majorée par :
M—-—m
—

Ch

En faisant tendre r vers d(z, 92), chaque composante est majorée par :

M—m
Cn d(x,00)

ce qui entraine l'inégalité demandée pour C), = \/n C,,.

Exercice 6 : conséquences de la propriété de la moyenne pour les fonctions harmoniques

1. La fonction f est harmonique donc vérifie la propriété de la moyenne :

ﬂmWﬂQm=émmﬂm+mM%% vr € [0, plao).



On multiplie chaque membre de 1’égalité par w(r)r"_l et on intégre en r € [0, R] :
R R
anfoBO [ oy tar= [E{ [ ook ra)dote) | vy ar
0 0 dB(0,1)

= / /R flxo+ rw)w(r)rnfl dr dS(w).
aB(0,1) Jo

Enfin, on effectue le changement de variable des coordonnées cartésiennes vers les sphériques pour
obtenir :

f(o) /B o Ay = /B 00 o

2. Soit g € R™. D’aprés la propriété de la moyenne,
1

f(zo) = m DB flxo+rw)dS(w), Vr>D0.

D’autre part, pour tout ¢ > 0, il existe R > 0 tel que si |z| > R, alors |f(z)| < . Donc pour tout
r > R+|xo| et tout w € 0B(0,1), on a | f(zo+7rw)| < €. On en déduit que f(xp+rw) — 0 uniformément
en w € 0B(0,1) lorsque r — +o0. Dong, lorsque r — +o0,

! |f(zo + rw)| dS(w) < sup |f(zo + rw)| — 0.

f(@o)] € v
|#(zo)l 10B(0,1)] Jap(o,1) =1

Exercice 7 : régularité d’une distribution harmonique

1.a) On a (¢T) € £'(Q) et
A(¢T) = div(V(¢T)) = div((Ve)T + ¢(VT)) = (Ap)T +2V¢ - VT

ou on a utilisé que AT = 0. De plus, on a que V¢ est a support dans {z € R", R < |z| < 3r/2}. On
peut en conclure que ¢71" est harmonique sur B(xg, ).
b) On a

A(b * (¢T)) = b=« A(ST).

On a montré que ¢T est harmonique sur B(xg,r) donc en utilisant le fait que
supp (0 * A(¢T)) C supp(6:) + supp(A(¢T))
C B(0,e) + R"\ B(zg,r) =R"\ B(zg,r —¢).

Donc 6. x (¢T') € C*°(R™) est harmonique dans B(zg,r — €).
c) Etant le choix de €, 0. % (¢T) est harmonique sur B(zg,3r/4). Donc pour tout = € B(xg,r/2),
d’aprés la question 1. de I'exercice 6 et le fait que [g, ¥(|2]?)dz =1,

0.  (6T) () = / 0.+ (6T)(x + 1) (lyl?) dy

B(0,r/4)

_ / 0 % (6T)(w — y)v([y[?) dy = U (02 * (6T))(x).
B(0,r/4)



d) On a 0. x (¢T) — ¢T dans D'(Q) lorsque € — 0. Donc
U (0: % (¢T)) — U x (¢T)

uniformément sur tout compact de R” lorsque £ — 0.
e) Comme d’aprés la question c), pour tout = € B(xg,7/2), 0 % (¢T)(z) = ¥ * (0 % (¢T))(x), on a au
sens des distributions

0= * (9T) | B(wo,r/2) = ¥ * (0 * (6T))|B(wo,r/2)

et donc en faisant tendre ¢ vers 0 des deux cotés, on obtient

(8T)|B(zo,r/2) = (¥ * (91)|B(wo.r/2)

Or le membre de droite est une fonction C*° donc Tig(zg,r/2) = (#T)|B(o,r/2) €St de classe C sur
B(zg,r/2). Comme z( €  était arbitraire, on en conclut que T est une fonction de classe C* sur (2.

2. On note T la transformée de Fourier de T. On a alors :
AT = —|¢)*T = 0 dans S'(R™).

On en déduit que T est une distribution a support dans {0} et est donc une combinaison linéaire de
Dirac en 0 et de ses dérivées. Il existe donc m € N et des nombres a, € C pour |a| < m tels que

T=>" a.0%.
|| <m

Le théoréme d’inversion de Fourier nous donne alors

d’ou le résultat.



