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CORRIGE N°2

Exercice 1 : principe du maximum faible pour 1’équation de la chaleur

1. a) Comme K7 est compact, u. atteint son maximum en un point (t.,z.) € Kp. On suppose que
(te,zc) ¢ Tp. Alors z. € Q et 0 < t. < T. Par ailleurs, par définition de (t.,z.), on a pour tout z € €2,
Ue(te, ) < uc(te,x:). Donc la fonction z € Q — u(te,z) € R atteint son maximum en z. € Q. On a
donc Aug(te,z:) <0.
b) On a :
T uc(te — h, xe) - us(tsa xs)

Opue(te, xe) = hliglJr —7 .
Pour h > 0 assez petit, on a 0 < t. — h < T et donc (t: — h,ze) € K. On en déduit u.(t. — h,z.) <
Ue(te, ze) et donc Qpue(ts, ze) > 0.
¢) En combinant les deux résultats précédents, on arrive a

(Opue — Aug)(te, xe) > 0.
Or u. € C°(Q) NC?(Q) et pour tout (t,z) € Q,
(Opue — Aug)(t, ) = (Opu — Au)(t, ) — 2ne < —2ne,

ce qui nous donne une contradiction. On conclut que (¢., z:) € I'r.

2. En utilisant la question précédente, on a :

sup u < sup ues = sup Ue.
Kr K I

Puis en remarquant que £ est compact, on a l'existence d’une constante C' > 0 telle que |z|?> < C pour
tout x € (). Par conséquent,

supu < sup (u + elz|?) < supu + Ce.
Kr I'r I'r

En faisant tendre € vers 0 et en utilisant le fait que I'r C K, on a :

supu < supu < supu
Kr Tr Kr

d’oul le résultat voulu.

Exercice 2 : principe du maximum fort pour I’équation de la chaleur

1. a) Dans la suite, on note E(r) = E(0,0;r) pour tout » > 0. On commence par remarquer que si
r > 0 est assez petit alors FE(t,x;r) C Qp. En effet, on peut réécrire 'ensemble E(t, z;r) de la maniére
suivante :

2
E(t,z;r) = {(s,y) e Rt — i— <s<tet|r—yl* <dn(logr)(t —s) — 2n(t — s) log(4m(t — s))} .
T



On voit immédiatement que si r est assez petit, t — % > 0. Puis si 7 est assez petit logr < 0 et donc
si (s,9) € BE(t,z;r), |z — y|? < —2nr?log(r?) — 0. On en déduit que pour r assez petit, y € €.
r—r

Puis par changement de variable, on a :

Iy!2 \yl2
= u(s+t,y+ x) dyds = u(r?s +t,ry + ) - dy ds.

On dérive ensuite cette expression et on obtient :

2 n
qb’(r):// <2r63u(r2s+t,ry+:n \y\ —1—28 u(r?s +t,ry + )y ’z‘ ) dyds
E(1)

2 n 2
Yy Y
:r”+1// (26u8+ty+$’8| —i—E Oy u(s +t,y + )y ’S‘2>dyds
=:J1 + Jo,

ol on a de nouveau procédé & un changement de variable pour obtenir la deuxiéme égalité. Comme
indiqué dans I’énoncé, on introduit la fonction ¢ définie par

Y(s,y) = —n/2In(—4rs) + \y|2/4s +nln(r).

On observe alors que si (s,y) € OE(r), ®(—s,—y) = 1/r" et donc ¥(s,y) = 0 sur OE(r). En utilisant
cette remarque et en faisant une intégration par parties par rapport a y, on a :

lel// 205u(s +t y+:r)@dyds
e ’

:rn+1 //E( 40su(s +t,y + x) Z:yZ (s, y) dy ds

=1

== // <4n8 u(s +t,y+x)U(s,y) + 42 Osy,u(s + 1,y + x)yib (s, y)) dy ds.

i=1

En intégrant par parties par rapport a s, on obtient :

J = T // ( dndsu(s +t,y + x) P(s,y) + 428%11(3 +ty+ x)yiasw(s,y)> dy ds

i=1

- no |yl
:TnJrl // < Andsu(s + t, y—i—a:)lb(s,y)—|—4Z€)yiu(s+t,y—|—az)yi <_25_452>> dy ds

=1

2N —
:r"‘H // ( dndsu(s + t,y + =) Y(s, )—828yiu(s—|—t,y+m)yi> dyds — Js.



On utilise maintenant que u est solution de I’équation de la chaleur pour obtenir que

¢'(r)=J1+ Ja

:rm4/7 <4nAU@+@y+@¢@y—-2:%ﬂ8+ty+x)>dwk

=1

= Z// <4n8 u(s+t,y+x)0y,Y(s,y) — 2?718yiu(5 +t,y+ )y dy ds) dy ds

par définition de 1. On en déduit que ¢ est constante.
b) En utilisant la question précédente, on a pour tout r > 0 tel que E(t,z;r) C Qp,

2 2
o(r) = lim ¢(p) —hm// u(p?s +t, py + ) - \y| dyds = u(t,z) // ] dyds = 4u(t,x).
E(1)

p—0 p—0 82

On va maintenant prouver I’ egahte admise dans 1’énoncé :

2
// |y’2 dyds = 4.
BE(1)

2
On note J = ffE(l) h;—lz dy ds. En utilisant qu’on peut écrire F(1) comme suit :

1
EQ1) = {(s,y) e R, i <s<0et|y* < 2ns log(—47rs)} ,
T

on a :

0 v/ 2nslog(—4ms)
=10B(0,1)] / — r2r" L drds
—1/(4n) S

1/(4m) q —2nslog(4ms)
= |0B(0, 1)|/ 2/ " dr ds
0 $7Jo

n+2
_|@B«LU|@n)§/ﬂﬂM>n2
= ) ; sz (— log(47rs)) * ds.

Ensuite, par changements de variables, on obtient :

n+2 L
_DBODIGNE [ g
0

(47)% (n + 2)
_19BODI @) (2N e
T @m)im+2) <n> /0 s

Puis, en identifiant le dernier terme intégral & I'(n/2 +2) et en utilisant le fait que |0B(0,1)] =
21™/2 /T (n/2), on a :




ou la derniére égalité vient du fait que

P52 =" (5 ) = ).

On conclut alors que J = 4.

2. On choisit 7 assez petit pour que E(tg, zo;r) C Q7. En utilisant la propriété de la moyenne prouvée

précédemment, on a :
u(to, xo) = ! // u(s,y) M dy ds
’ 47»77, E(to,zo;r) ’ (to - )

lzo—y/?
zo;r) (to—s)2

2
[ Gt — s B s =0
E(toyévoﬂ“) ( )

avec, par définition de (to, zo), u(to, zo)—u(s,y) > 0 pour tout (s, y). Donc u est constante sur E(to; xo; 7).
Soit maintenant (sg,yo) € Qp avec sg < to alors, par convexité de €2, le segment L qui joint (to,xo)
a (80,90) est inclus dans Q7. On définit

puis en utilisant que 4%71 I, E(to > dyds = 1, on en déduit que

oo = min{s > sg, u(t,x) = u(to, zo) pour tout (t,z) € L, s <t <t}

qui est bien défini par continuité de u. Si o9 > sq, alors u(og, 20) = u(to, o) pour (oo, 20) € LN Qp et
donc u = u(tg, zg) sur E(op, z0;7) si r est assez petit. Comme E(o0g, 29;r) contient L N {(¢t,z) € L :
09— o <t < op} pour o > 0 petit, on a une contradiction. Donc o¢g = sg et u = u(tp, xg) sur L. On a
ainsi montré que pour s < tg, u est constante sur {);. Par continuité, on en conclut que u est constante
sur .

Exercice 3 : inégalité de Poincaré-Wirtinger et équation de la chaleur en dimension 1

1. Considérons le produit scalaire usuel sur L?(]0,7]) : = fo g(t)dt. On pose ensuite
er(t) = T-1/2 exp(2iknt/T). Ces fonctions sont T—périodlques et on a (ek,eg) = 0. Introduisons
les coefficients de Fourier

2i7rkt
U = (u, ex) \F exp T ) dt.

En intégrant par parties, on vérifie que les coefficients de Fourier de u’ vérifient

/ Qiﬂkt) g — QZ—ﬂk‘
u E= \F eXP T T Uk

On en déduit grace a la formule de Plancherel appliquée a u et a v’ que

T ) X T\? [T
[ o= = Y < 3 e = (52) [ o a

keZ kezZx* keZ*

ot on a utilisé que 49 = T~1/2 fOT u(t)dt = 0.



2. Notons d’abord que, par périodicité en z,

d ™ ™
— u(t,z)dr = 0z (y(x)0yu) dz = 0.
dt —T —T
On en déduit que f u(t,z) dxz = 0 pour tout temps ¢t > 0 puisque cette propriété est vraie initialement

par hypothése. Ceci va nous permettre d’utiliser I'inégalité de Poincaré-Wirtinger. Ensuite on multiplie
I’équation par u et on intégre sur [—m, 7| pour obtenir

s | utordes [ a@@.ut)Pds =0

Comme 7 est minorée par une constante strictement positive, I'inégalité de Poincaré-Wirtinger assure

que
™

1d (™
—— u(t, ) dx < —Cl/ (Dpu(t, x))? de,
2dt J_, .
pour une certaine constante C; > 0. Puis en utilisant I'inégalité de Poincaré-Wirtinger, on obtient
I'existence d’une constante C' > 0 telle que
1d [T c [T
2dt J_. 2 J_.

L’inégalité voulue provient du lemme de Gronwall.

Exercice 4 : régularité pour I’équation de Kolmogorov
Dans tout ’exercice, on note || - || la norme || - ||z2 et (-,-) le produit scalaire (-, -) 2.

1. On applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz sur le troisiéme terme de la fonctionnelle :

Ct*(Dph, yh) > —CH(|0,h]]|0:h]| = —(CV|D,h]) (£ ]0:R])

02
2 —— 10, hl|* - t3||01h||2

> _§t||avh”2 - §t3H8th2
en supposant C? < B. D’oil l'inégalité voulue :
B) > ARI2 + Zejo,nl? + 263 0,017
F(t,h) > AR+ 100 + 5105

2. Il faut calculer la dérivée par rapport au temps de chaque terme de la fonctionnelle. On remarque
avant de démarrer les calculs qu’en intégrant par parties aussi bien en x (les fonctions considérées
sont périodiques en x) qu’en v (on intégre des fonctions Schwartz), il n’y aura pas de termes de bords
qui apparaissent. Dans les calculs qui suivent, on sous-entend la dépendance en ¢ de f; que 'on note
simplement f.

On a :

d
" —F(t, f) = Hf||2 + B0y f|? +Bt 10 f1” +2Ct<a £, 0o f)
+Ct2 - (0uf, 0uf) + 3¢ 0. f | +t3 0: £



Pour le premier terme, en utilisant 0; f = —vd, f + Oupuf, On a :
1d

i l1P = (0 40 = [ (onul(2/2) — @u)dods

[0,1]xR

ol 'on a réalisé une intégration par parties pour le deuxiéme terme. Le premier terme est nul car on
intégre sur la sphére en z. On obtient donc :

1d
2 ——|IfII> = =18, fII*.
) L2112 =~
On calcule ensuite la dérivée par rapport a ¢ du terme ||, f||? :
Ld
2dt

ou l'on a utilisé le calcul effectué précédemment sur f & 0, f. Concernant le commutateur, on a :

100 f I = (Ou(Lf), 00 f) = (L(Duf), Ouf) + ([0, LI, Ou f) = = 10w fII* + ([0, LIf, O f)

[a'ua L] = —[81,, Uaz] + [81)78,“]] = —0,.
On a donc :

1d
¥ 2.dt

Concernant le terme mixant les dérivées en x et en v, on calcule en utilisant le fait que [0,, L] = 0 et

[0y, L] = =0y :

||afo2 = _”avfoQ - <8zfa 8Uf>

08 0u0) = (LD ), 0uf) + (00F, LD F)) — 0211
= _<v8mcfa avf> + <av11:13f7 8vf> - <8xfa Ua:r;vf> + <8xfa avvvf> - Haa:f”2
= <8J:U’Uf7 8vf> + <aa:f7 avvvf> - Hachuz

ou on a fait une intégration par parties en x sur le premier terme pour voir qu’il s’annule avec le
troisiéme. Puis en faisant une intégration par parties en v sur chaque terme :

d
(@ 401, 0,5) = <200t Bun) ~ 1021
Finalement, la dérivée par rapport a t de |0, f||? est simple a calculer car [9,, L] =0 :
1d
5 ——10:f11? = —|Ove f|I*-
) s J0uf)? = o)

En revenant a et en utilisant , , et (), on obtient :

if(t, f)=—@2A=B)|0uf|? - 2Btl|0v f|I* — 2(B — C)t(0xf, 00 f)

dt
- 2Ct2<a:cvfu 8vvf> - (C - 3)t2||8:r:f”2 - 2t3”8vxf||2
Pour les termes sans signe, on utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

2B = C|t(0:f, 00 )| < 2(B + OW|0: f0u S| < (B + CP?|0ufI* + £ 0: £
208( 0 f, oo f)| < 208 |00 f10w0 f 1| < 21000 fII* + C*t] 00 f11*



On obtient ainsi :
d
—F(t, f) < —(2A—B—(B+C)*)|0.f|* — (2B — C*)t|| 0w f|I?
—(C = D0 f11> = (| 0ue f1I-

En prenant C' > 4, puis B > C?/2 (compatible avec la condition de la question 1.) et enfin A tel que
2A— B — (B+C)? >0, on a le résultat voulu :

Vit e [0,1], F(t, f) <0

4
dt
3. D’aprés les questions 1. et 2., on a :
B 1
vt €(0,1],  AlfI + SHOAI + SN0 < F (&, fi) < F(O, fo) = All foll*,

En particulier, on a :

B
vte 0.1, Stoufill* < Al fol®
et pour une certaine constante D > 0, comme ¢ € [0, 1],
DE| fillzn < Al foll?,
ce qui nous donne les estimations voulues.

Exercice 5 : inégalité de Poincaré et équation de Fokker-Planck

1. Par densité, il suffit de prouver I'inégalité pour f € C'(R™). On écrit la formule de Taylor avec reste
intégral pour f entre x et y € ) :

1
f(w)—f(y)z/o Vi) (e —y)dt ot z=(1—t)etiy.

On multiplie cette identité par v(y) et on intégre par rapport a y € Q I’égalité obtenue, ce qui donne :

f(@) = (f)y = /Q /0 VF(2) - (2 — y) diwly) dy.

En utilisant ensuite I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

[ @< [ [ / IV F0) 2 2 — g dt v(y) v(w)dyds

<Cl///1/2|Vf ()2 dtdz vy dy+01////2|Vf 2P didy v(z)dz
—Cl//1/2/ty IV f(z —dtu dy+01///2/ltm IV £(2) \Q—dtu( )dx

<20, / Vi(2)[ dz,
Q



oll on a noté
C1 = ||v|| o diam(2)?,

t,y) = {z € R", (= — ty)/(1 — 1) € O},
V(t,z)={z €R", (z — (1 — t)z)/t € Q}.

On en déduit alors I'inégalité de Poincaré-Wirtinger avec la constante k = 1/(2Cy ||1/v| o).
De plus, on a

2. _ 2. _ _ 2 2
/Qf V—/Q(f (v + () v /Q\f (Nolv+(1)
d’ou la deuxiéme inégalité.

2. On cherche W sous la forme W (z) = €?{*). On calcule ensuite :

n— 2
V() = gy e AW = (v T s ) 0,

puis finalement

—1, v A ||
L'W =AW —z - VW = (’yQ—i—vn + - —v— | W
()~ (z)3  (2)? (z)
< *9W+b]lB(O,R)

avec le choix de # =~ =1 puis R et b assez grands. En effet, pour 6 =y =1, on a

L'W <y W, avec t(xr) —— —o0.

|z|—o00

Donc il existe R > 0 tel que si |z| > R, alors ¢(z) < —1. D’autre part, par continuité de ¢ et W, on
peut définir b = max|,<p((¢ + 1) W). Ainsi, on a

Y(x) W(z) < —W(x) = —W(x) +blpor(z), silz[>R
et

Y()W(z) = (Y(x) + YW (z) = W(z) < -W(x) + b= -W(z) +blppr)(r), sil|z]<R.

3. Il suffit de calculer d,,G(z) = —x; G(x) pour j = 1,...,n puis Oy, G(7) = —G(x) + 333 G(x).

T
4. a) On réécrit I'inégalité de la question 2. de la maniére suivante :

o L) b

_ ; .
S oW Tow een), Ve

Il suffit de prouver l'inégalité pour g € D(R") par densité. On considére donc g € D(R™) et on a :

L*W b 1

2 2 2

726 < —/ g G+/ P—G =T +Ts.
/n A 0 Jpo.r)~ W




D’une part, comme VG + G =0, on a :

2 2 2
_ . 9 9 g .
0T = | ww {V(W> G+WVG}+/an YW G
92
- w.v (L) a
v v(W)
/n VW -VgG — / 7 IVW|? G

VW Vg‘

/\Vg\2
< / VoG
R’VL

D’autre part, en utilisant I'inégalité de Poincaré-Wirtinger avec 2 = B(0, R) prouvée a la question 1.,
on obtient :

-1y, = g =G

b2 Bo,R W

()
B(0,R) B(0,R)

(/ G) (<9>3R+C/ Vgl® VR>
B(0,R) B(0,R)

ou C est une constante strictement positive.
En regroupant les deux estimations précédentes, on a montré que pour une certaine constante C' > 0,
on a:

(© | #e=c(r,+ [ 1vek 6)

b) On considére maintenant h telle que [, h*G < 0o et [p, [Vh|*G < oo. On sait que pour tout ¢ € R,
on a

@ [ h-tere<o@ = [ (n-orc

IN

IN

car ¢ est une fonction polynomiale qui atteint son minimum en (h)g. On définit g = h — (h),,, de
sorte que (g),, = 0, Vg = Vh. En utilisant tout d’abord (7)) puis (6)), on aboutit a

[ -tere < [ ¢c

< ot + [ IVaP G)

= C | |VRh? @
Rn

pour une constante C' > 0, ce qui termine la preuve de 'inégalité de Poincaré.



5.0n a
d

@t o ft,z)dr = /n(Axf+divx(xf))dw =0.

6. En utilisant la relation G G~ = 1 et le fait que V,(G~!) = x G™1, on obtient une forme équivalente
de I’équation de Fokker-Planck :

Of = dive(Vef+GfV,G")
= div,(GV.(fGT)).

7. Quitte a remplacer f(¢,-) par f(¢,-) — (fo), on peut supposer que (f(t,-)) = 0 pour tout ¢t d’apres la
question 5. On a :

1 d _ _ . / /
3 7 RanG 1 = /n(atf)fG 1dx—/nd1v:,; (va <G>> 5dw

__/G I [

On utilise ensuite I'inégalité de Poincaré démontrée a la question 4. que l'on applique a la fonction
g = f(t,.)/G. On remarque de plus que (g)g = 0, ce qui nous donne

2
ffct<-cp| @G (f > dr=—Cp | fPG7! dx,

1d
2 dt Jgn

puis on conclut grace au lemme de Gronwall.

10



