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CORRIGE N°5

Exercice 1 : unicité pour I’équation eikonale

1. On considére la différence v; — v9, elle est continue sur [—1, 1] donc est bornée et atteint ses bornes.
On veut montrer que son maximum est négatif. Soit g € [—1,1] le point ou v; — vy atteint son
maximum. Si zp € {£1}, c’est terminé par hypothése. Sinon, zg € |— 1, 1[ et alors v (zg) — v5(xo) = 0.
En prenant vo comme fonction test, le fait que vy soit sous-solution de viscosité de v+ |v’| = 0 implique
v1(xo) + |vh(z0)| < 0. De méme, en prenant v; comme fonction test, le fait que vy soit sur-solution de
viscosité de v + |v'| = 0 implique que vo(zg) + |v] (z0)| > 0. Puisque v (xg) = vh(x), on en déduit que
vi(xo) — v2(xo) < 0, ce qui permet de conclure.

2. On veut montrer que M = sup[_q 1)(v1 — v2) < 0 (qui est bien défini et atteint car vy est scs et vo
est sci). Par absurde, on suppose que M > 0. On utilise la méthode de dédoublement des variables

(z —y)?
2¢e

et on introduit

M, = sup {vl(x) —vo(y) —

> M > 0.
(z.y)e[-1,1]2 }

Notons que puisque v; est scs et vy est sci, M est bien défini et est atteint en un point (x.,y.) € [—1, 1]2
et M. > M puisque le max sur (z,y) est supérieure au max sur z = y. De plus, (M,). est croissante

N2 —_ )2 .
enccarsie <¢,ona— (z%y) < - (xQ;,’) . Donc (M), converge vers un certain L > M.
On a, par définition de Mo,

2
x —
Mse > vi(xe) — v2(ye) — (646'%)
Te — ye)? Te — Ye)?
> ’Ul(xg) _ "U2(y5) _ ( € 2€y5) T ( € 4Eya)
(7 — ys)2

=M,
et 4e

Donc par convergence de (M;).,
(ze — ye)? < de(Mae — M) = ofe).

Quitte & extraire une suite, on peut supposer que (zc,y.) converge dans [—1,1]?, et d’aprés ce qui
précede, z. — y- — 0 donc les deux suites ont la méme limite, on la note xg.
Puisque v; est scs et vg est sci (donc —vy est scs) et (z. — y-)%/e — 0 lorsque € — 0,

_ _ (ze — ye)?
< — g — - <
M < L = lim M. = lim {vl (ze) — va(ye) 92

< vi(xo) — va(wo) < M.

Ceci prouve que g est un point qui réalise M et xg €]— 1, 1[ puisque v1(£1) < vao(£1) et M > 0.

N2
Soit ¢ : x — va(ye) + % On remarque que la fonction v; — ¢ atteint son maximum sur [—1, 1] en
Ze. De plus, comme x¢ = lim._,0 x. €]— 1, 1], pour € assez petit, on a z. € |— 1, 1[. En utilisant que v;
est sous-solution de viscosité de v + |[v'| = 0 en x. et en prenant ¢ comme fonction test, on a :

Te — Ye
3

vi(ze) + <0.




_ |I5*y‘2

5= — comme fonction test et en utilisant que vy est sur-solution

De méme, en prenant ¢ : y — vy (x¢)
en Y., on a pour ¢ assez petit :
Le — Ye

3

’U2(ya) + > 0.

Les deux inégalités précédentes impliquent que vy () — va(ye) < 0. Or

lim (v1(ze) —v2(ye)) = M,

e—0

on obtient donc M < 0, ce qui est en contradiction avec notre hypothése de départ.

3. On suppose que u est une sous-solution de viscosité scs de |u/| —1 =0 sur |— 1, 1[. Soit zg €]—1,1]
et soit p € C?(]— 1,1[) qui touche v = —e~* par dessus en zo. On a alors @(zg) = —e “#0) < 0.
Donc, localement au voisinage de zg, ¢ < 0. On définit alors ¥» = —In(—¢) sur ce voisinage de xg.
Alors 1) est C? au voisinage de g et touche u par dessus en xy. Donc comme u est une sous-solution
de viscosité scs de |u/| —1 =0 sur |— 1,1[, on a [¢'(x¢)| — 1 < 0. Par ailleurs, au voisinage de zg, on
a ¢ (x) = ¢(x)/p(x). Donc |¢'(x0)] + ©(x0) < 0 ie. |¢'(z0)] + v(zg) < 0. On peut conclure que v
est une sous-solution de viscosité scs de v + [v'| = 0 sur |— 1, 1[. La réciproque est traitée de la méme
maniére et le cas des sur-solutions aussi.

4. On montre d’abord un principe de comparaison pour 1’équation |u'| —1 = 0 sur |— 1, 1[. Soient u;
(resp. ug) une sous-solution de viscosité scs (resp. une sur-solution de viscosité sci) de |u/| —1 =0 sur
|—1,1] telles que u; < ug sur {#1}. On définit alors v; = —e~ "% pour ¢ = 1,2. On a ainsi v; < vy sur
{£1} et d’aprés la question 3., vy (resp. uz) est une sous-solution de viscosité scs (resp. une sur-solution
de viscosité sci) de v + |v/| = 0 sur |— 1,1[. Donc, d’aprés la question 2., v1 < vg sur [—1,1] et donc
up < ug sur [—1,1].

Prouvons maintenant 'unicité des solutions de viscosité continues de 1'équation |u/|—1 =0 sur |—1,1]
avec u(l) = u(—=1) = 0. Si u; et ug sont deux solutions de viscosité continues de |[u/| — 1 = 0 sur
|—1,1] avec u1 (1) = ui(—1) = ua(l) = ua(—1) = 0 alors, en particulier, u; est une sous-solution scs
de |u'| =1 = 0 sur |— 1, 1] et ua une sur-solution sci de |u'| —1 = 0 sur |]— 1, 1[. Comme de plus u; < ug
sur {£1}, d’aprés ce qui précéde, on en déduit que u; < ug sur [—1,1]. Par symétrie du probléme, on
a aussi ug < uy sur [—1,1]. Donc u; = ug sur [—1,1].

Enfin, il reste a vérifier que U est bien une solution de viscosité continue de

{|u'|—1:o sur ]—1,1]
u(l) =u(-1) =0.

La fonction U est bien continue sur [—1,1] et vaut bien 0 en £1. Soient zy €]— 1,1[\{0} et ¢ une
fonction de C?(]— 1, 1[) telle que U — ¢ admet un maximum ou un minimum local en g alors ¢/ (z¢) =
U'(zg) = £1 donc |¢'(x0)] = 1. On a donc |¢'(z9)] —1 = 0 et donc U est sous et sur-solution en x.
Reste a traiter le cas g = 0. On remarque déja que

{p € C! au voisinage de 0 qui touche U par dessous en 0}=10

et donc la condition de sur-solution est vérifiée en 0. En effet, s’il existait ¢ € C' au voisinage de 0 qui
touche U par dessous en 0, on aurait pour 2 > 0 au voisinage de 0, p(z) =1+ ¢'(0)z +o(z) <1 —=z
ie. (¢'(0)+ 1)z 4 o(x) < 0 pour x positif au voisinage de 0 et donc ¢’'(0) < —1. On aurait aussi pour
x < 0 au voisinage de 0, p(z) =1+ ¢'(0)x + o(z) <1+ x i.e. (¢'(0) — 1)z + o(x) <0 pour x < 0 au
voisinage de 0 et donc ¢’'(0) > 1, ce qui est absurde.



Si ¢ € C? touche U par dessus en 0, alors on a pour z > 0 au voisinage de 0, p(z) = 14+¢'(0)z +o(z) >
1—zie (¢(0)+ 1)z +o(x) > 0 pour x > 0 au voisinage de 0 et donc ¢’(0) > —1. On a aussi pour
x < 0 au voisinage de 0, p(z) =1+ ¢'(0)x + o(z) > 1+ x i.e. (¢'(0) — 1)z + o(z) > 0 pour x < 0 au
voisinage de 0 et donc ¢'(0) < 1. Finalement, on a prouvé que |¢’(0)] — 1 < 0 et donc la condition de
sous-solution est vérifiée.

On conclut donc que U est 'unique solution de viscosité continue de

{]u’|—1:0 sur |—1,1]
u(l) =u(-1) =0.

Exercice 2 : unicité dans 1’espace entier

On va commencer par montrer un principe de comparaison :

Lemme. Siu est une sous-solution de viscosité continue bornée de Oyu+ H(x,Vyu) = 0 sur RT x R"
et v une sur-solution de viscosité continue bornée de Opu + H(x,Vyu) = 0 sur RT x R™ telles que
u(0,z) < v(0,x) pour tout x € R™, alors u < v sur RT x R™,

Démonstration. Soient u une sous-solution de viscosité continue bornée de dyu + H(x, Vyu) = 0 sur
R;” x R™ et v une sur-solution de viscosité continue bornée de dyu+ H(x, V,u) = 0 sur R x R™. Soient
T >0et o>0.0nprend o > 0 tel que

o . < o 1
—s le o=
572 AT? 4C% (|lull oo + ]| oo)

(1) 2CHV [Jullso + [[v]loc v <

= Q.

Comme suggéré dans ’énoncé, on pose

o
M = sup (u—v— —a|x!2> .
[0,T[xR" Tr—t

On remarque que M est un maximum car la fonction (u — v — o /(T —t) — a|z|?/2) tend vers —oo
lorsque t — T~ ou |z| — +o00 puisque u et v sont bornées. Montrons que M < 0, on suppose par
labsurde que M > 0. On utilise la méthode de dédoublement des variables et pour € €0, 1], on pose

(t_8)2_ ‘l'—y‘Q_ g —Oé|$‘2
2e 2e T—t ’

M, = sup <u(t,$) —v(s,y) —
(t,x)€[0,T[xR™
(s,9)€[0,T]xR™

Ce supremum est atteint, en effet, en prenant n = 1/(1 4+ a¢) et en utilisant les inégalités de Cauchy-
Schwarz et Young, on a pour tout € €]0,1] :

2 2
T — 1 T -
|2€y|a|$12§|x2 (+a> 7ﬂ+7

A
i
8
T
7N\
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+
|

d
S| =
™
~~_
|
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—_
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[0
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a2 o 2
< ——|zfP = — |y



Ainsi la fonction ((¢,7), (s,y)) = u(t,z) —v(s,y) — (t — 8)2/(2e) — |z — y|*/(2¢) — o /(T — t) — a|z|?
tend vers —oo lorsque |z| ou |y| tend vers +oo et également lorsque t — T~. Donc comme les fonctions
u et v sont continues, on peut conclure que M. est atteint et on a aussi que M. est atteint sur
([0, Tp] x B(0,R)) x ([0,T] x B(0,R)) avec 0 < Tp < T et R > 0 indépendants de . On note
((te,z2), (Se,y=)) le point ou ce sup est atteint.

On pose

a(t, ) = u(t, ) — TLt — alz|?

qui est continue sur [0,7") x R™, et on a

M, = sup <ﬂ(t,$) —v(s,y) —
(t,x)€[0,T[xR™
(s,9)€[0,T]xR™

(t—s)? |z—y?
2¢ 2e '

On remarque (M. ). est croissante en € et M, > M car le sup en ((t,z), (s,y)) est plus grand que le
sup en (t,z) = (s,y). Donc M. admet une limite lorsque & décroit vers 0 que l'on note L et L > M.
Ona:

(ta - 56)2 . |5U€ - y£|2

My > a(t&‘a xs) - U(3€7y€) -

4e 4e
(ts - 35)2 ‘xs - Z/EP
= M. .
et 4e + de
Donc
(ts - 36)2 ’xe - ye|2
2 < My, — M, —— 0.
(2) 4e + 4e = € 0 0

De plus, (¢, ) et (se,y:) sont des suites des compacts [0, Ty] x B(0, R) et [0,T] x B(0, R), donc quitte
a extraire, on peut supposer qu’elles convergent, on note (tg,xg) et (so,yo) leurs limites respectives.
L’inégalité précédente montre que (o, zo) = (s0,y0) € [0, To] x B(0, R).

Puisque @ et v sont continues, on a alors

. . - (ts 35)2 |l’€ y€’2
< L = = — _
M<L ;11% M, gll’% <u(t5, Ze) — V(Se, Ye) 5 5

= ﬂ(to,l‘o) - U(to,l‘o) < M.

Donc L = M et (to,xo) est un point qui réalise M. Comme on a supposé que u(0,z) < v(0,z) pour
tout x € R™, et qu’on a supposé que

M = 1(to, zo) — v(to, xo) = u(to, zo) — — v(to, mo) — ar|zo|* > 0

o
T— 1
en particulier, on a u(tg, zg) —v(to, o) > 0 et donc tg > 0. On avait déja vu que to < T donc tg €]0,T]
et donc pour ¢ assez petit, on aura t. €10, 7.

On considére € assez petit pour que t. € |0, T[. On utilise maintenant que u est sous-solution en (., =)
et on pose

(t —sc)? + |z — ye|?

2
5z 5 + alx|® +

Lp(t, x) = U(Ss,ye) + T_1



La fonction u — ¢ admet un maximum local en (t.,z.) €]0, T[xR" car
u—@ <u(te,x:) — o(te, xe) = Me.
Donc on a 'inégalité de viscosité suivante :
Opp(te, xe) + H(we, Vap(te, 2c)) < 0
ie. .
-5 o
) € "t (T —t.

De méme, en prenant v définie par

x J—
72 —|—H<l‘5, £ 5 Ye +2ax5> <0.

(te —s) - |lze — y|?

¢(3ay):ﬂ(tsa$s)_ % %

comme fonction test et en utilisant que v est sur-solution, on obtient

t5_36+H<y5,x8_y6> > 0.
13

9

En combinant ces deux inégalités, on obtient

o o Te — Ye Te — Ye
(3) ﬁ < m <H (?/s, 6) -H (%a - + 2a$s> .

On utilise maintenant les hypotheéses faites sur H pour majorer cette différence :
H (yg, Te T ye) —H (1:5, Te " Ye + 2&565)
€ €
SH<y€7xE_y€> _H<y57x5_y8+2a‘r6>
€ €

+H (ya Ty 20%) - <x€’ L LN 204355)
(3 g

T —
< QCHOé|$g| +Cy <1 + ’€€y€| + 20é|$5|> ’xs - y€|‘
Donc
H (ys’ Le — ys) _H (m& Te — Ye + 2(11'5)
() ) e
lze = ye|”

< 2Cphalz:|+ Ch + (Cu + alze|)|ze — yel-

Dans le membre de droite, lorsque ¢ — 0, le deuxiéme terme tend vers 0 (d’apres ) et le troisiéme
terme aussi puisque (z¢)c et (ye)- ont la méme limite. Il reste a analyser le premier terme. On a :

0 <M < M: < Jlulloo + [0l — afze?



donc
alze? < fJullso + [V]loc = Cupp-

En particulier, on a
a’x.e’ = \/5(\/&|x5|) <V Cu,v\/a'

En faisant tendre € vers 0 dans et en utilisant , on aboutit a

g g
ﬁ < 2CH \/ C(u,fu\/a - ﬁ

d’aprés . Ceci nous donne une contradiction donc M < 0.
Soient T'> 0 et (¢,x) € (0,7) x R. On a montré que pour tout a €0, ] et tout o > 0,

u(t,z) —v(t,x) < ﬁ + alz|.
En faisant tendre o et « vers 0, on obtient u(¢,z) — v(t,z) < 0. Donc
u(t,z) —v(t,x) <0, V(t,z)e€ (0,T)xR".
Ceci étant vrai pour tout 7" > 0, on peut conclure :
u(t,r) —v(t,x) <0, VteRS, Vo eR"

De plus, cette inégalité est vraie en t = 0 pour tout x € R" grace a la condition initiale, ce qui achéve
la démonstration. O

Prouvons maintenant notre résultat d’unicité grace au principe de comparaison que nous venons de
montrer. Si u et v sont deux solutions de viscosité continues bornées de

Ou+ H(z,Vyu) =0 sur R x R™
(0, z) = up(x) sur R,

alors, en particulier, u est une sous-solution de viscosité continue bornée et v une sur-solution de
viscosité continue bornée de dyu + H(x,Vyu) = 0 sur RS x R™. De plus, elles vérifient u(0,z) =
uo(x) = v(0,z) pour tout z € R™. On peut donc appliquer le principe de comparaison, qui nous dit
que u < v sur RT x R™. Par symétrie du probléme, on peut aussi montrer que u > v sur RT x R”.
Ainsi, on a montré que u = v sur RT™ x R™.

Exercice 3 : schéma numérique

1. Soit ¢ € CL(R} x R). On a

Sp(tv T+ A.’B) — (P(t, .’E) Sp(tv .T}) — So(ta T — A.’E)
Ax Az—0 81(70@’ JJ) ot Ax Az—0

Orip(t, ).

Donc

. <<go(t,a:+AA52 — ot x))+7 <<p(t,x) - Z(;f,x - A@))

<o max ((Ozp(t, ), . (Oup(t,2))_) = |Oup(t, 2)|.



On en déduit

p(t + Aty ) — St z, (L, 2), p(t, x + Ax), (t, @ — Ax))

lim
h—0 At
— lim (p(t + At, CIZ) — go(t,x) — (At) C(CIZ) |8x§0(t7 CIZ)‘ — at(,D(t, x) _ C(x)lax(p(t,x)‘.
At—0 At

2.0n a

Sh(t, 2,0, 8,7) =  + (At) (z) max <<5A_xo‘>+ , (“A_JU”) _> .

On commence par remarquer que S" est clairement une fonction croissante en 3 et en . On étudie
ensuite la monotonie en .. On pose

() = max (B — ), , (@ —7)_)

de sorte que
h At
S (tamvaaﬁ?’Y):a+fxc(1’)¢ﬁ77(a>'

On a —1 < Jappg~(a) < 0 pour presque tout a donc si % c¢(x) < 1 pour tout (t,z) € G", alors pour

presque tout a,

At
h >1 - — >
05" (t,x, 0, B,7y) > 1 . c(x) >0

De plus, S” est continue en o donc S” est aussi croissante en . On peut donc imposer comme condition
que ¢y (At) < Az car alors, on aura pour tout (f,z) € G", 2% ¢(z) < 1

aco =1.
3. On a pour tout = € {iAz, i € Z} :

ul (At,z) < SM0,2,uf(0,2),u} (0,2 + Az),u} (0,2 — Az)).

En utilisant I'hypothése u} (0, 2) < u%(0,z) pour tout = € {iAz, i € Z} et le fait que S est croissante
en ses trois derniéres variables, on en déduit

ul(At, x) <SP0, 2, ub(0,2),uk (0,2 + Az), ub (0,2 — Az)) < ub(At, z).

Plus généralement, pour tout (¢,2) € G", si ul(t,x) < ub(t,z), on peut montrer que ul(t + At,z) <
ub(t + At, x) avec les mémes arguments. On conclut par récurrence que u? < u sur G".

4. Soient C' > coLg et h € H. On pose u" (t,x) = ug(z) — Ct et u”t (t,z) = ug(x) + Ct pour (t,z) € G".
Montrons que u”

est une sous-solution discréte :

ul (t + At z) — uP (¢, x)
At

SC(a:)max((u}i(t’x+i€;_ug(t’x)> ’<u}i(t,x)—uA}jx(t,x—Ax)> >
+ —

= -—C




car C' > 0 et la quantité a droite de 'inégalité est positive. De plus, ui est une sur-solution discréte.
En effet, on a :
ul (t+ At x) —ult (¢, 2)
At

> ¢(x) max ((ui(t,az + AAJU; — ui(t,x)) ’ <ui(t,x) — Z%U(t,:c — A:L‘)) )
+ _

=C Z COLO

car
u (t, o+ Az) —uli (t,2) oz + Az) — up()
Ax N Ax
et
ul (t,a) —ult (t,x — Az)  up(x) — uo(x — Ax)
Ax N Ax
donc
h h h h
ult (t,x + Azx) —ul (¢, x) ul (t,x) — ut (t,x — Ax)
¢(x) max (( as A + Y A; < oLy, V(tz)egh
+ —
Ainsi, comme u” est a la fois sur et sous-solution discréte, par le principe de comparaison discret, on a
ul <l < ui

et donc |u"(t,x) — ug(z)| < Ct pour tout (t,x) € G".

5.a) On a :
a(t,r) = Tim ul(s,y) et w(t,z)= lim u/(s,y).
(s(,y))—>(éf) (s,y)—=(t:x)
ERTIS] s h
th—>0 (Hg)}fjo

Montrons que w et u sont finies. On a montré & la question 4. qu’il existe une constante C' > 0 telle
que
—Cs < uh(s,y) —up(y) <Cs, VheH, Y(sy)€ Gh.

En passant aux semi-limites relaxées, on obtient
—Ct <u(t,z) —up(z) <Ct et —Ct<u(t,x)—up(zx) <Ct, Y(t,zx)eg

De plus, ces inégalités nous donnent également w(0, z) = ug(z) = u(0,x) pour tout z € R.

b) Montrons maintenant que u est une sous-solution de dyu — ¢(z) |d,u| = 0. Soit (to, z0) € R x R et
soit ¢ € C! touchant 7 par dessus en (tg, ) strictement c’est-a-dire qu’il existe r» > 0 tel que @ < ¢
sur By (to,zo) \ {(to, o)} et u(to, zo) = ¢(to, o). On a alors

Qp(twaU) = H(tO,ZEO) = m uh(sa y) = lim uhn(sna yn)
(5,9)—(to,z0) n—o0
(s,y)egh
H>h—0

Posons u" = u et considérons

(tn,xn) € arg max {(u" —)(t,x), (t,x) € B(tg,z0) N gh”}



i.e.
n

(u™ — @)(tn, zn) = max  (u" — ).

Br.(to,x0)NG"n
Montrons que
) (b 0) = (t0, 70).
(il) u"(tn,xn) — u(to, xo).
Preuve de (i). La suite (t,, x,) est contenue dans B, (to, zp) donc admet au moins un point d’accumula-

tion. Considérons (t1, 1) € B (to, ¥o) un point d’accumulation de (¢, z,,). Puisque (s, yn) — (to, o),
pour n assez grand, (Sp,yn) € Br(to, o) et donc par définition de (t,,x,),

(5) u"(tn, n) — @(tn, Tn) > " (SnsYn) — ©(Sn, Yn)-

Quitte & extraire une sous-suite, en faisant tendre n vers 400, ceci implique

U(ty, x1) — @(t1, £1) > (to, 20) — ¢(to, xo) = 0.

Donc u(ty,z1) > ¢(t1,21) et comme ¢ touche @ par dessus en (tg,zo) strictement, on en déduit
(t1,21) = (to,x0). Le point (i) est ainsi prouvé.
Preuve de (ii). Par définition de @,

n@oo un(tnv xn) < ﬂ(t07 1‘0).

De plus, en utilisant (5), comme @(tn, z,) — ©(to, z0) et @(sn, yn) — ©(to, To), on obtient

lim u"(tn,2,) > lm u"(sp,y,) = lim uw"(s,,yn) = U(to, zo).
n—-+00 n—-+00 n—r+00

En combinant les deux derniéres inégalités, on obtient (ii).
On veut maintenant prouver une inégalité de viscosité discréte pour u™ qui fait intervenir ¢ grace a la
monotonie du schéma. On note 6, = u"™(tn, Tn) — @(tn, x,). Par définition de (¢,,x,), on a :

u" — o < u(tn, xn) — @(tn, Tn) = On.
Par monotonie du schéma, ceci implique :

UMby, 2n) = Ul (b, )
= Shn(t, — Aty zp, u(tn — A, 2), 0 (tn — AL, 2y + Az), 0" (t, — At 2, — A))
< Ghn (tn — Aty xp, @(ty, — At,xy,) + Op, p(tn — Aty 2 + AZ) + 0, @(tn, — Atz — Az) + 6y)
< p(tn — Aty zp) + 0p,

T (A () max ( (Wn 0+ ) 6= ol = M) ¢ 5n>>+ |

(gp(tn — At ) + 6 — (p(tn — AL,y — Az) + 6n)> )

Ax



Donc, comme u"(t,, zn) = @(tn, xn) + dp, on obtient :

@(tnv xn) < SD(tn — At, xn)

+ (At) c(zn) max ( <¢<t” — At o AA:E:E — eltn — AL, $n)>+ ,

<¢(tn — At,2n) — oty — Aty 2y — Am)) >

Ax
et donc
nytn) — n_Ayn n_Ayn A - n_Aan
O(tn, xn) — p(t tm)gc(a:n)max ot t,xn + Ax) — p(t t, Tn) ’
At Ax n

<@(tn — At,zn) — 2(;” — At,x, — Ax))_)

En passant a la limite (A¢, Az) — 0, on en déduit :

Opo(tn, Tn) — c(xn)|0xp(tn, n)| < 0.

Puis en faisant tendre n vers +oo,

Orp(to, x0) — c(z0)|0np(to, zo)| <0

ce qui implique que @ est une sous-solution de dyu — c(x) |Ozu| = 0.

On peut montrer de la méme maniére que u est une sur-solution de dyu — ¢(x) |0zu| = 0.

c) D’apres le cours, (2) admet une unique solution de viscosité (qui est périodique et continue), on la
note u. On a u(0,z) = up(z) = u(0,z) pour tout x € R et w (resp. u) est une sous-solution (resp.
sur-solution) de dyu — ¢(x) |0,u| = 0. Done, par principe de comparaison, on obtient @ = u = u.

De la méme maniére que dans le cours, on peut montrer que u converge localement uniformément
vers u lorsque h — 0, h € H si et seulement si u(t,z) = u(t,z) pour tout (t,7) € R} x R, ce qu'on
vient de prouver. On peut donc conclure a la convergence locale uniforme de u” vers u lorsque h — 0,
h e H.

6. a) Quitte a changer la valeur de C, on peut supposer qu’on a :
(6) lu(s,y) —uo(y)| < Cs, V(s,y9) €[0,T) xR et [u'(t,x) —uo(x)| < Ct, V(t,z) € Gf.
Ainsi,
Wt %) — u(s,y) < wo(x) — uo(y) + C(¢ + ) < Lol — y| + 2CT.
Donc
jz — y|? r?
M, < sup Lolz — y| — = + 2CT < sup LOT—Q— + 20T < 4o0.
€

(tz)egh >0 €
(s,9)€[0,T)xR
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Ce supremum est bien atteint, en effet, en prenant 7 = 1/(1+ ae) et en utilisant I'inégalité de Cauchy-
Schwarz, on a pour tout € €10,1] :

2 2
T — 1 x T
Ik DN TP <+a)_+y

2e 2e 2e €
(7) Y LN D Rt
- 2e 2ne 2e
a9 « 2 _ @ 9 @ 2
T2 Toran)t 272V T201q)

Ainsi la fonction ((, ), (s,9)) = u"(t,x) —u(s,y) — o /(T —t)— (t—5)?/(2v) — (x —y)?/(2¢) — ay? tend
vers —oo lorsque |x| ou |y| tend vers +oo et également lorsque ¢ — T'~. Donc le sup de cette fonction
sur Gh x ([0,T) x R) est égal au sup de cette fonction sur (([0,Tp] x B(0, R)) NGL) x ([0,T] x R) avec
0 < Ty <T et R>0 indépendants de £ (d’aprés U'estimation ([7))). De plus, comme la fonction u est
continue et que la fonction u" ne prend qu'un nombre fini de valeurs sur G N ([0, 7p] x B(0, R)), on
en déduit que ce sup est atteint sur (([0,Tp] x B(0, R)) N G}4) x ([0,T7] x R). On note (t",2",35,7) le
point ou ce supremum est atteint.

b) Supposons que M, > 0 pour tout o > 0 et aussi que t* > 0 et 5 > 0.

On a
t— 5)2 2
uh(t,x)—uh(th,xh)§u(5,y)—i—T(it+( 2,,8) +(x 25y) + ag?
_ o t"—5?2 ("-9*
USY) = T 2 2 v
o =9 -9’ o (-9 -
Tt 2v 2e T —th 2v 2
On pose
o t—35)2 x —7)? o th — 5)2 zh — 7)?
PR () ) SN Uty i Gl
T—1t 2v 2¢e T—1t 2v 2¢e

de sorte que u" < ¢ + u? (th, xh). Donc, par monotonie du schéma :

ul(th, 2ty = SP(th — At, 2 uh(th — At 2, WP (" — At 2" + Az),uP (P — At 2t — Ax))
< SM(th — At ah ot — At ) a1 2", o(th — At 2" + Az) + P (P, 2",
o(th — At, 2" — Az) + P (", "))
< @(th — At, 2"y + uP(th, ")

h _ h _ h _ h
+ co (At) max ( <¢(t At.a” + Ae) — ot~ Abe )> ;
Ax n
o(th — At,zh) — o(th — At, 2" — Ax)
Az A

11



De plus ¢(t",2") = 0 donc on obtient ainsi l'inégalité de viscosité suivante :
th ah) — p(th — At, 2" th — At 2" + Az) — p(t" — At, z"
p(t*, ") — ¢ 7)< eomax | (£ 2+ Ax) — o LOANS
At 4

Az

Ax
Calculons maintenant les dérivées discrétes de la fonction test . On a :

(Mﬂ—A@M)—ﬂﬂ—Amﬁ—Am> )

o(th, 2" — p(th — At, z") _ 1 o B (th — At — 5)? . (th — 5)?
At At \ T —th+ At 2v T —th 2v
o th—5 At

(T =T —th + AL
>i_|_th_§ g
-T2 v Qu
car t" > 0 et t" € G" donc t" > At. On a aussi :

v 2w

o(th — At a" + Az) — o(th — At,z") Az

h —
':U —
A at—yg
Az 2e €
et
o(th — At zh) — p(th — At, 2" — Ax) Az zh — g
Az 2¢ e
On obtient donc
o "5 A
T2 v 2v
Az 2l —g Az xh—y> >
< cpmax — 4+ N [ ——
2e € " 2e € _
<Am zh— g D
< col| —+
2¢e €
Finalement, on a obtenu
o th—5 zh — 7 At Ax
8 — - < — —
(®) =ty O '_2u+0025

On va maintenant écrire une inégalité de viscosité continue. On pose

h—82 CCh— 2 h_§2 [L‘h—72
1/1(3,y):u(§,§)—(t 2V) _( 2Ey) _ay2+(t 2V) +( y)

—2
+ o
2e Y
La fonction v ainsi définie touche u par dessous en (5, ¥). Donc en utilisant que u est une sur-solution
en (8,7), on obtient :

h —

h_3
(9) !

v

X

—Co — 2ay| > 0.
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En combinant et @, on aboutit & :

o At Ax
1 — < — — 2a|yl) .
(10) T2 S 5, T e (2alyl)

On doit maintenant estimer «|y|. En utilisant que M, > 0, on obtient

(z" — g)?

_9
— > 0.
% ay =

ul (" 2") = u(s,g) -

Donc

< up(z) — ug(y) + 2CT — Lh —9)°

h 2
§L0|xh—y\—($2sy)+2CT

2
< sup (Lor — T) +2CT.
r>0 2e

oll on a utilisé @ pour la deuxiéme inégalité. Par une étude de fonction élémentaire, on obtient que
pour tout 6 > 0, on a :

r2 L%é
(- )-

et donc pour € < 1,
2

Lge
ay® < % +20T < K
ou K est une constante strictement positive qui ne dépend que de T'. On en déduit
o252 < 20K

donc

alyl < Vav2K = 0(Va).

At A
Oy = T2 <1/ +Cox> .

Si 0 > 04, l'inégalité (10) nous donne ainsi

On pose alors

o —

O« _

0<
En faisant tendre a vers 0, on obtient une contradiction. Donc pour o > oy, on a forcément t" = 0 ou

5s=0.
¢) Soit o > o,. On sait, d’aprés la question précédente que th=0o0us=0.

13



Sith=0,o0na

oll on a utilisé @ pour obtenir la derniére inégalité. Puisque ug est Lg-lipschitzienne, on en déduit

B 2 22 2 2
- " —g) _ 5 Ly C
M, < Lole" — gl - & =9 g Lo, O

< Lo|z" — g o +Cs 21/_2€+2V

d’aprés la remarque ([11)).
De la méme maniére, si 5 =0, on a

N GO e
T —th 2v 2e

)2 2P — )2
Suo(xh)—uo(y)—i—Cth— ( ) - ( y)

2v 2e
(a:h _ Q)Q (th)Q L% C?
2e v T 2 2

Mo‘ = uh(thv xh) - U(O’ g) -

< Lolz" — 3| — +oth - L <20y 2y

On a donc montré que si o > oy, B B
M, <C(e+v), C>0.
Ainsi pour tout (t,7) € G" N (]0,T/2[xR) et pour tout (s,y) €]0,T/2[xR, on a
o (t=s)? (z—y)
T—1 2v 2e
donc en remarquant que T'—t > T'/2 pour t €]0,7/2[, en faisant tendre a vers 0 et en prenant
(t,z) = (s,y), on obtient

u(t, ) — u(s,y) — —a? <Ce+v)

2
uP(t, ) < u(t,x) + iy Ce+v), Vo>o,.

T
En faisant maintenant o — o, on obtient
20,  ~ At A ~
ul(t, ) < u(t,z) + ; +C(e+v) =u(t,z) + 2T <2 + cozm) + C(e+v).
v €

Quitte & changer la valeur de C , on a donc
~ (At A
ul(t,z) —u(t,z) < C < + g +e+ V> .
v
En prenant ¢ = v = v/Az et cgAt = Az, on obtient pour tout (¢,z) € G" N (]0, T/2[xR),

uh(t,x) — u(t,z) < CVAz

quitte a changer de nouveau la valeur de la constante C. ~
Par symétrie du probléme, on peut montrer de la méme maniére qu’il existe C’ > 0 telle que

u(t,z) —ul(t,z) < C'VAx.

pour tout (t,z) € G" N (J0,T/2[xR). De plus, dans ce qui précéde, T est quelconque, on peut donc
conclure.
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