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CORRIGE N°6

Exercice 1 : régularité des solutions de viscosité

1. On fixe 0 > 0 et 0 > 0 pour le reste de la preuve. On choisit ensuite ¢ < 575. Puisque H est

uniformément continu, on peut choisir § > 0 assez petit pour que pour p, ¢ € R™ :

(1) p—al <4v2|ullecv/B = |H(t,2,p) = H(t,2,9)| <&, V(tx) € R xR™,

Quitte & diminuer la valeur de 3, on peut supposer également que 2L;1v/2+/|[u]cov/B < 9.
Montrons maintenant que M < 0. On suppose que M > 0 et on veut aboutir & une contradiction. On
dédouble les variables en temps en introduisant pour a > 0 :

- (t— 5)2 ) 2 o
Ma - zilé%" <U(t,$> - U(S,y) - C5(t)|$ - y| - T - B(|x\ + |y| ) - H) .

t,s€[0,T

La fonction

— S 2 g
Bl + )~

(5. 2,y) = ult,x) = u(s,y) = Cs(t)|x —y| = - 7

tend vers —oo lorsque ¢t — T, |z| — +00 ou |y| — +o00. De plus, cette fonction est continue donc
M, est atteint sur [0, Tp] x [0,7] x B(0, R)? pour un certain 0 < Ty < T et un certain R > 0. On
note (ta, Sa, Ta, Yo) Un point ol ce sup est atteint. On remarque que M, > M (M est atteint pour les
mémes raisons) car le sup en (¢, s, z,y) est supérieur au sup en (¢,¢,z,y). De plus, M, est une fonction
croissante de a donc lorsque a décroit vers 0, M, converge vers L > M. De plus, on a :

ta — 5a)2
Mo > ulta ) = u(sasya) = Ca(ta) e — el — L2221 gja 24 jya?) -
vi%e" T—t,
b )2
— Ma + M.
da
Comme (M,),, est convergente, on en déduit que
(fo — 5a)° 0.
o a—0

On a (ta, Sa Tas Ya) € [0,To] x [0,T] x B(0, R)? donc quitte & extraire, on peut supposer que
(tcw Sas Loy ya) — (t0> 50,20, Z'JO)
a—0
De plus, par la remarque précédente, on a tg = sg. On obtient ainsi

g
< M.
T —ty —

M < L= lim M, < u(to, z0) — u(to, yo) — Cs(to)|wo — yo| — B(|zol* + [yol?) —
Donc (to, to, o, yo) est un point qui réalise M. On remarque alors que xg # yp car sinon, on aurait

M = —B(jzol* + |yol*) — <0

T—1ty — ’




ce qui est absurde puisqu’on a supposé M > 0. On remarque aussi que tg > 0 car sinon on aurait

g
M = u(0,20) — u(0,50) — C5(0)|z0 — yol — B(|zol* + [yol*) — Tt
g
= o) — uo(wo) ~ [ Vuolll — o] = Al + fsol?) = -7~ >0
et donc -
uo(zo) — uo(yo) — |Vuolles|Zo — yo| > B(|zol + [yol?) + Tt >0

ce qui est absurde avec l'inégalité des accroissements finis. On a aussi tg < T puisque la fonction
(t,z,y) = u(t,z) — u(t,y) — Cs(t)|z — y| — B(|z]* + |y|?) — 7% tend vers —oo lorsque ¢ tend vers T'.
Donc finalement on a montré que (to, zo, yo) €0, T[x (R™)? et 2o # yo. Ainsi, pour « assez petit, on
aura (ta, T, Yo) €10, T[x(R™)? et T4 # yo. On considére désormais o > 0 assez petit pour que cette
condition soit réalisée.

Ecrivons maintenant des inégalités de viscosité. On va utiliser que u est sous-solution en (t4,s). On

pose

(t— Sa)2 2 2
20l Bl + yal?) +

comme fonction test, on a alors le fait que u — ¢ atteint un maximum en (t,, ). De plus,

go(t,x) = U(Sou ya) + C(;(t)|l‘ - ya| +

to — S o To —
O (tas ta) = Ci(ta)|Ta — Yol + = a =+ (T — ta)? et Vep(ta,za) = Cg(ta)ﬁ + 284
(0% o (0%
Donc on obtient
to — S o Ta — Yo
2 C5(t - - = H(t Cs(te) ——"" +2 <0.
( ) 5( oz)|$oz ya| + a + (T—ta)z + ar Lay 5( a)|xa _ya| + 2Bz, | <
De la méme maniére, en utilisant que u est sur-solution en (s, yq) €t en prenant 1 définie par
¥(5,8) = ultasza) ~ Cs(ta)lza — 3l — P51 p(lalt 4 lyft) — 7
Y) = as Lo s\la)|Ta — Y % a Yy T—t,
on obtient
to — S To —
(3) - = + H (saaya; CJ(ta)aiya - 25%) Z 0.
o ’xa - ya’
En faisant la différence de et , on aboutit a
g /
T —1.)? + Cs(ta)|Ta — Yal
To — To —
<H <5a, Yoo C&(ta)aiya - 25%1) - H (taa Loy C(S(ta)aiya + 2B$a>
|Za — Yal [T — Yol
To — To —
- H <Sa7y067 05(1;04)0(7% - 26%4) - H (tonyom CE(tOé)aiya - 25?/04)
|Za — Yal |Za — Yal

To — Lo —
+H<ta7y0470(5(t01)‘ a_ya‘ _2/33/&) _H<taa$a705<to¢)| O‘_::ZO‘| _25ya>
« « « «
Lo — T
+ H (taawaacé(toz)m - 25%) - H (tonxa?C(S(tCl)’ . za’ + 26$a>
a T Yo a YJa



Lorsque « tend vers 0, le premier terme dans le membre de droite tend vers 0 puisque (fq)a €t (Sa)a
ont la méme limite et H est continu. Concernant le deuxiéme terme, on utilise I’hypothése faite sur H
pour obtenir

Lo — Yo

H (taayaacé(ta)‘x _y |
[0 «

< Ll’xa - ya’(cé(ta) + QB‘yaD +L2‘$a - ya‘-

25%) - H (ta, Loy C&(ta)u - 2ﬁ3/a>

|Ta — ya’

On va maintenant estimer le terme Sly,| (et simultanément le terme S|z, | car ¢a nous sera utile par
la suite). On a :
0 <M < My < 2|lulloc — Blzal” = Blyal”,

ce qui implique

/B‘xaP + ﬁ!ya\Q < 2|lullc et donc \/B\//B max(|zal, [yal)? < \/2|’“Hoo\/B

D’ou
Blyal < V2[ulleoV/B et Blaal < v2[ulloo/B.
Ainsi,
H (tomyom C&(ta)M - 25%) - H (tonxom Cé(toa)u - 2@%)
|Ta — Yal [T — Yol

< Lilta = yal (Co(ta) +2v2V/ TuleV/B) + Lalta = yal.

On veut maintenant estimer la différence

H <ta> Loy C&(toz)Lya‘ - 25ya> - H <ta7 Loy Cé(ta)u + 261'&) .

|Ta — Ya [Za — Yal

Pour cela, on utilise car on a :

2620 + yal < 26(|zal + lyal) < 4v/2lJullc /5.

donc
Lo = Ya

H <taaxa705(to¢) 25%) - H <ta7$a705(ta)xaya + 2B£o¢> <e.

|l‘o¢ a| |$a - Ol’

En récapitulant, on a obtenu :

g
(T — ¢t )2 + C(/S(toé)|xoé - ya|
a
Ta — Ya

« «

+ Lilea = yal (Cs(ta) +4V2/TuloV/B) + Lolaa — yal + =

Donc en passant & la limite « — 0, on a :

Lo — Yo
- 2/8ya> - H (tav Ya, Cé(ta)ﬁ - 2/8ya>

g

(T —10)2 + Cs(to)|wo — yo| < Lalzo — ol (Ca(to) +2V2y HUHoo\/B) + Lalzo — yo| +¢



et donc
o

575 + (E1Cislto) + Lo + )0 — yol < (L1Cs(to) + Lz +2L1v2/[lullooy/B) 2o — ol + ¢

ie.
o
ﬁ + 5’.%0 — yo‘ S £+ 2L1\@\/ HUHOO\/B‘%'O — y0|
ce qui est absurde puisqu’on avait fixé € < 57 et 3 tel que 2L1vV2+/|[ullsoV/B < 9.
2. On a montré que pour tous o >0, § > 0 et B > 0 tel que 2L1v/2+/|[ul|ov/B < 6, on a pour tous ¢,
T, :

<0.

u(t,z) —u(t,y) — Cs(t)|z —y| — B(|z|* + |y|*) — T i 2 S

En faisant tendre 6 (et donc g vers 0) et o vers 0, on arrive a
ou

2 (eh-).

C(t) = e""||Vugloo +
Ly

ce qui nous donne la conclusion souhaitée.

Exercice 2 : formule de Lax-Oleinik

1. D’apres la formule de Lax-Oleinik, on a pour tout (t,z) € RS x R,

, 1
u(t, ) = ;gﬂg{\y! + 275Iy—ﬂf\2}-

On note g un point qui réalise la borne inférieure. Si g # 0, on obtient la condition nécessaire d’opti-
malité suivante :

N
Ny

-z
— + =0.

gl ¢
Sig > 0, ceci donne (g —x)/t = —1 et donc g =z —t et u(t,x) = |z —t| +¢/2. Si g < 0, on obtient
(y—x)/t=1et donc g =z +tetu(t,r)=|r+t|+t/2. Ainsi,

(t,2) = inf { | t|+t|+tl+tI2
u ) =11 xTr — —. | —, — .
) 2’ 2’ 21

Finalement, en distinguant les cas, on obtient :

|| — = s |z| >t
u(t,z) = 2
5 si|z| <t.

2. D’aprés la formule de Lax-Oleinik, on a pour tout (t,z) € R} x R,

. 1
ult,) = inf { ol + 571y~ o).



On note g un point qui réalise la borne inférieure. Si g # 0, on obtient la condition nécessaire d’opti-
malité suivante : 7 _
L
9] t
Siy >0 (resp. y < 0), cela nous donne §y =z +t > 0 (resp. y =z — ¢t < 0). Donc

=0.

(t,x) = inf \+t|+t \ thm?
u(t,z) =inf < —|x — —lx - - = 7.
’ 2’ 27 2t
En distinguant les cas, on obtient

t

u(t,x) = —|z| — 7

3. D’aprés la formule de Lax-Oleinik, on a pour tout (t,z) € R} x R,
(t,) = inf uoy) + o ly — o
= in —ly —
u\t, T JoR uoly o y—x

1 1 1
=inf{ inf { —|y|+ —=|y —z|*}, inf S —=(2+1)+ —|y — z|?
in {;ﬁzl{ [yl + 5;ly — 2 }’Qngl{ 5"+ 1)+ o ly — 2] }}
= inf{uy (¢, x),ua(t, z)}.

On commence par étudier la fonction f; définie par f1(y) = —y + %(y —x)?poury >1.On a:

fily) = 1+ 5.

Donc

t
siz+t>1,inf fi(y) = filz+t) = -2z — =,
y=1 2

1
siz+t<1, Zi/rzlflfl(y) =f) =1+ 501~ )2,

Puis, on étudie la fonction fo définie par fo(y) =y + & (y — x)% pour y < —1. On a :

fy) =1+2=L

Donc .
sixz—t Z *1, yignfl f2(y) = f2(*1) = -1 + %(1 + $)27

. . t
siz—t<—1, ylgnflfg(y) = fo(x —t) =z

On distingue maintenant les cas t > 1 et ¢ < 1. On suppose dans un premier temps que ¢t > 1. Dans ce
cas, on a obtenu :

t 1
six >t—1, ul(t,x):inf{—x—2,—1+2t(1+w)2} =—x— =

t t t
si|z| <t—1, ui(t,x) :inf{—x—z,x— 2} =—|z| - <

stz <1-—t, ul(t,x):inf{xQ,



et donc ;
sit>1, ui(t,z) = —|z| — 7

Traitons maintenant le cas t < 1. Dans ce cas, on a obtenu :
. . t 1 9 t
six>1—t, u(t,x) =infs —z— -, -1+ —(14+2)°pr = -z — =
2 2t
i|z| <1—t, ui(t,z) = inf 1+1(1 )2 1+1(1+ )? 1+1(1 |z])2
si |x —t, ui(t,x) =inf ¢ — —(1—x)*,— — x =— —(1— |z
= Tne 2 ’ 2t 2

t 1 t
iz <t—1,u(t,z)=infdz—-,—1+—(1—-2)2b=2——.
six < , ul(t,x) =in {w 5 +2t( x) } T =3

(Pour le calcul des inf, on étudie a chaque fois la différence des deux quantités.) Donc,

sit<let|o]|>1—t () :—|x|—%
Sit<let|o]<1—t u(t,a)=—1+ %(1 a2,
I1 faut maintenant étudier us. Pour cela, on pose g(y) = —3(y> + 1) + 5|y — z|? pour |y| < 1. On a :
gy)=-y+ y;x-

On traite d’abord le cas t = 1. On a alors
2
T 1
uz(l,x) = 5 |z| — B
Concernant maintenant le cas ¢t > 1, on a :
. 1
Var, ualt,2) = inf{g(1), g(~1)} = 1+ o (1 [a])*

On traite enfin le cas t < 1. On a :

silz] <1—t us(t,z) =g 1—¢ :_§_m

1
st o] > 1= 1, up(t, ) = =1+ (1 = |a])*.

On peut maintenant conclure. Lorsque ¢t > 1,

1
YV, u(t,x) = inf {1 + Q—t(l — |z|)?, —|z| — ;} = —|z| — %

ie.
t
u(t,z) = —|z| — 2 Vt>1, VzeR.
Lorsque t =1, on a :

1 z2 1 1
u(l,) m{ ol = 5,5 — Il 2} 2] =5, Vae



Enfin, lorsque t < 1, on a :

1 2 1 1 2
si |z] < 1—t, u(t,z) :mf{— S - \x|)2} S

2 201—t) 2 2 2(1—t)
ol > 1— 6, u(tr) = infd—1+ 2 (1~ [a)? —Ja] — b= ja) !
Sl | — u ) = 11 — — — | — || — — = —\|T|l — —.
- b 9 2t ) 2 2

Exercice 3 : suites de solutions de viscosité

1. On traite uniquement le cas des sous-solutions. Soit zg € Q. Soit ¢ € C}(Q) telle que u — ¢ atteint
un maximum local en zp. On suppose ce maximum local strict sur B(xg,,r) pour r > 0 assez petit :

u(zg) — p(zg) > u(x) — p(z), Va € B(xg,r)\{zo}.
Montrons qu’il existe une suite (xy,)nen de Q telle que z, — xg et
(un = ) (xn) > (un — ) (x), Ya & B(xo,7).

Pour tout n € N, on considére x, un point ou u, — ¢ atteint un maximum sur B(zg,r). Quitte
a extraire, on peut supposer que cette suite converge vers un point & € B(xg,7). On a alors par
convergence uniforme :

(1 = @) (n) —— (u— )(E):

De plus, comme on a par définition de z,
(un — @)(n) = (un — ¢)(2), Yz € B(xo,7),
en passant a la limite, on en déduit
(u—)(@) = (u—)(z), Y€ Blzo,r).

et donc en particulier,
(u—)(@) = (u—¢)(z0).

Comme z( est un maximum local strict sur B(:co,r), on en déduit que T = xg et on a donc (,)nen
telle que x, — xg et
(un — @)(Tn) = (un —¢)(z), Va € B(zo,7).

Ainsi, pour n assez grand, comme x,, € B(xg,r), la fonction u, — ¢ admet un maximum local en z,
et donc puisque u,, est sous-solution de viscosité de F,(z,u,(x), Vuy(z)) = 0 en zy,,

Puisque z,, — x¢, on en déduit en passant a la limite que
F(zo,u(zo), Vi(xo)) <0

et donc u est une sous-solution de viscosité de F'(x,u(x), Vu(z)) = 0 en xg.



2. Le but de cette question est de voir que le résultat précédent fonctionne avec les solutions de viscosité
mais pas avec les solutions au sens presque partout. On vérifie facilement que u, est solution presque
partout de |u/(z)] —1 = 0 sur |0, 1[. De plus, on voit aussi que (uy,)nen converge uniformément vers la
fonction nulle qui elle ne vérifie 'équation |u/(z)] — 1 = 0 en aucun point de ]0,1[. On peut aussi voir
que uy,, pour n > 2 n’est pas solution de viscosité de |u/(z)| —1 = 0 sur ]0, 1[. Plagons-nous en un point
xp, = 2k27" pour k € [1,2"~! — 1]. La fonction ¢ = 0 est une fonction test qui touche u,, par dessous
en xp mais |¢’'(zx)| — 1 = —1 n’est pas positif donc la condition de sur-solution n’est pas vérifiée.

Exercice 4 : solutions au sens presque partout et solutions de viscosité

1. a) On suppose qu’il existe une fonction n définie au voisinage de x telle que n(y) — 0 lorsque y — x
et telle que
u(y) —u(z) —p-(y — =)
|z -y
Alors il existe g9 > 0 tel que pour tout € < gg, on a

>n(y) au voisinage de x.

u(y) —u(z) —p- (y — ) >n(y), Vy¢€ B(z,e).

[z =y
Donc
lim inf uly) —ulz) —p-(y — ) > lim inf n(y)=0 ie. lim uly) —ul@) —p-(y — ) > 0.
=0 B(w.e) |z =y e=0 B(ze) rares ly —

Inversement, on suppose qu’on a
)

> 0.

i W) —ulz) —p-(y —2)
= ly — |

On pose alors

1(y) = min <0, inf u(z) —u(z) —p- (2~ 96')) ‘

2€B(a,|y—a|) |z — 2|
Puisque y € B(z,|y — z|), on a

u(y) —u(z) —p- (y — )
[z —y

= n(y)-
D’autre part, par définition de la limite inférieure, on a :

> 0.

lim  inf u(z) —u(x) —p-(z—x) _ lim u(y) —u(x) —p- (y — )
Y= 2 B(z,|y—z|) |z — z| e ly — x|

Si cette limite inférieure est nulle, on a directement n(y) — 0 lorsque y — z. Si elle est strictement
positive, pour y assez proche de x, on aura n(y) = 0. Finalement, dans tous les cas, on a n(y) — 0
lorsque y — x, ce qui permet de conclure.
b) On a clairement que si p € du(x), alors p € D~ u(z). Inversement, on suppose que p € D~ u(z) et
donc

Jim u(y) —u(z) —p-(y — )

> 0.
Yy—xT ’y_$|




En particulier, pour toute suite (y,)nen qui converge vers x telle que |y — x| < 1/k pour tout k € N*,
on a :

u(yn) —u(x) —p- (Yn — )

(4) lim >0
n——+00 [Yn — x|
car
n—+00 |Yn — x| n—+ook2n Yk — |
> lm iof u(y) —u(x) —p-(y—z)
n—+oo yeB(x,1/n) ’y — x]

Soit maintenant z € R™, on veut montrer que
u(z) —u(z) —p-(z—x) > 0.

Pour z = z, c’est évident. Pour cela, on choisit une suite (yy, )nen contenue dans le segment d’extrémités
z et x, qui converge vers z et telle que |y — x| < 1/k pour tout k € N*. Il existe donc une suite (A, )pen
de [0, 1] telle que y, = Apx + (1 — A\p)z pour tout n € N. Par convexité de u, on a ainsi :

w(yn) < Anu(z) + (1= An)u(z)

et donc
w(yn) — u(x)
I=X
D’autre part, on a aussi y, —x = (1—\,,)(2—x) et donc en passant aux normes, 1 —\,, = |y, —x|/|z—z|.
Ainsi, on a :

u(z) —u(z) >

“(Yn — )

u(yn) —u(@) —p- (Yo — ) sa|+ P

|yn_m|

u(yn) — u(x)

|z — x| = |z — x|.

|yn — x|
Finalement, on remarque que comme ¥, est dans le segment d’extrémité x et z, on a :

UYn — X z—x

lyn =z [z — |
L’inégalité précédente s’écrit donc

u(yn) —w(®) —p- (Yo — )

|z — x| +p- (2 —x).

En utilisant et en passant a la limite inférieure lorsque n — +oco, on obtient
u(z) —u(z) >p- (2 —x),

ce qui permet de conclure.

2. a) Pour tous z, y, p, ¢ € R, on a :

ly—a| ly — x| ly — |

(pog) Y% ) mu@) —g-(y—2) uly)—u@)=p-y-2)



On pose y, = x + (p — q)/n pour tout n € N*. Alors, d’aprés I’égalité précédente, on a :

u(yn) —uw(@) —q-(Yn —2)  ulyn) —ulz) —p- (Yn — )

lp—q| =

‘yn _x| ‘yn _«T|
et donc
(5) p—q| < i Y) —u(@) —q-(y —2) 7h7mu(y)—u($)—p'(y—x).
y— ly — x| e ly — 7|

Ainsi, si D~ u(z) et DTu(z) sont non vides, on peut prendre p € D~ u(z) et ¢ € DT u(z) et d’apres
I'inégalité précédente , on obtient p = ¢. Ainsi, si D™ u(z) et DTu(z) sont non vides, ils sont réduits
a un singleton, ce qui signifie que u est différentiable en x et que D~ u(z) = DT u(z) = {Vu(z)}.

b) Inversement, si u est différentiable en x alors DV u(x) et D~ u(z) contiennent tous les deux Vu(z)

puisque

L uly) — u(@) ~ V(o) -y~ 7)

y—a ly — |
Donc toujours d’aprés I'inégalité (B]), on obtient D~ u(z) = DYu(z) = {Vu(z)}.
3. On a supposé que u est localement lipschtzienne sur R™ donc elle y est en particulier continue. Soit
x € R™. Si u est différentiable en z, d’aprés la quesiton 2.b), on a alors D™ u(z) = DT u(z) = {Vu(z)}.
Et donc d’aprés l'exercice 3 du TD 4 et la question 1.a), on a

=0.

0 < F(z,u(x), Vu(z)) <0.

De plus, d’aprés le théoréme de Rademacher, u est différentiable presque partout, donc on peut conclure.

4. a) Soit C' > 0 telle que ¥ = u — C| - |> est concave. Alors, ¥ est localement lipschtzienne et
donc différentiable presque partout. De plus, son gradient est localement borné. Donc u est aussi
différentiable presque partout et de gradient localement borné. Pour tout x € R", on peut choisir
une suite (Zn)nen qui converge vers = et telle que u est différentiable en z,, pour tout n (prendre
par exemple z,, € B(z,1/n) pour tout n € N*). La suite des gradients (Vu(zy,))nen est alors bornée
(puisque Vu est localement borné) et donc quitte a extraire, elle converge vers un certain p € R™. On
a alors p € D*u(x). Ainsi, I’ensemble D*u(x) est non vide.

b) On suppose d’abord que u est différentiable en x. On peut écrire pour h € R”

u(z+h) = lim u(x+ (1 = A)h)

A—0t

et
“Vu(e) - h = Vu(z) - (—h) = )\IL%L u(x — )\l;\) —u(x) _ )\li)%l+(1 B )\)u(z - )J)L\) - u(x)

Donc

u(z 4+ h) —u(r) — Vu(z) - h = /\liréh % (Au(z+ (1= Nh) + (1 = Nu(x — Ah) — u(x)).

En utilisant la C-semi-concavité de u, on a aussi

Mu(z + (1= A)h) + (1 — Nu(z — M) — u(z) < CA1 — \)|h)?

10



et donc
u(z + h) —u(z) — Vu(z) - h < Clh%

On ne suppose plus que u est différentiable en x et on considére p € D*u(x). On choisit une suite
(Tn)nen qui converge vers x telle que u est différentiable en z, pour tout n et telle que Vu(zy,)
converge vers p. D’aprés ce qui précéde, on a aussi

u(zn + h) — u(z,) — Vu(z,) - h < C|h)?,
ce qui implique en faisant tendre n vers +oo par continuité de u que
w(z 4+ h) —u(z) —p-h < C|h|?

car u est semi-concave de R™ dans R donc y est continue.

c¢) La question b) implique en particulier que pour tout z € R, D*u(x) C D" u(z). Comme de plus, on
a vu que D*u(z) # (), on en déduit que D u(z) # 0. Si de plus D~ u(x) # 0, alors on a u différentiable
en x.

5. D’aprés la question précédente, on a montré que pour tout x € R™ on a soit D~ u(z) = () soit
D~ u(z) = DVu(z) = {Vu(z)}. Dans le premier cas, la condition de sur-solution est automatiquement
vérifiée (voir TD 4 Exercice 3 avec la question 1.a)). On considére donc un point z ot u est différentiable.
Soit (zy)nen une suite qui converge vers x, telle que u est différentiable en x,, pour tout n € N et telle
que

(6) F(zp,u(zy), Vu(z,)) >0, VneNlN.

Comme u est localement lipschitzienne, par définition de D*u(x), quitte a extraire une sous-suite, on
a:
Vu(z,) — p € D*u(x).

n—-+4o0o

Comme on a

0 # D*u(x) C DT u(z) = D™ u(z) = {Vu(z)},

on en déduit que Vu(zy) tend vers Vu(z) lorsque n tend vers +oco. Ainsi, en passant a la limite
dans (@, par continuité de F', on obtient

F(z,u(z), Vu(x)) >0

ie.
F(z,u(z),p) >0, Vpe D u(z),

ce qui permet de conclure (voir TD 4 Exercice 3 avec la question 1.a)).

Exercice 5 : continuité des fonctions convexes en dimension finie

1. Il existe un voisinage V de 0 et une constante C' telle que f < C sur x 4+ V. Quitte & remplacer V'
par VN (=V) et quitte & diminuer V', on peut supposer que V est une boule centrée en 0 : V= B(0,r)
avec r > 0. Soit € > 0. Alors U, = x + ¢V = B(z,er) est encore un voisinage de z et f < C sur
U:. C £+ V. On va commencer par montrer que f est aussi bornée inférieurement sur U.. Pour tout
z € Ug, le point 2o — z est aussi dans la boule U,. Ainsi, on a par convexité de f :

C

f(z)+§-



D’ou
f(z) > 2f(x)—C, VzeU..

Pour z € U, on va maintenant estimer |f(z) — f(z)|. D’une part, si z =z +¢ev € U, on a :
f(z) = (1 —e)x+e(z+v) <(1-e)f(x) +ef(z+v)

donc

f(z) = f(z) < —ef(z) +eC < 2eC" avec C'=max{|f(z)|,C}.

D’autre part, on peut écrire

f<x>=f(1z+ : <x—v>)s L fo) S fe—v)

1+4+¢ 1+4+¢ 1+¢ 1+¢
donc . .
fla) = f(2) = 5 +€(—f(z) + f(z—v)) < m(—Zf(a:) +20) < 4eC'.

On a ainsi montré que si z € Ug, on a |f(2) — f(z)| < 4eC’. D’ou la continuité de f en z.

2. a) On a clairement sup, f < Supcony(4) f- Inversement, soit y € conv(A). Alors il existe m € N*,
My Am) € (Ry)™ et (21,...,2m) € A™ tels que y = >, Nz et D1 Ay = 1. On a alors par

convexité de f,
m

F) < 2 Nif (@) <3 Aisup f < sup f.
=1

i=1
Ainsi on a montré que sup, f = SuPeony(4) Jf-
b) Soit y € conv(B). Alors il existe (p1, ..., t2n) € (Ry)?™ tels que

n n 2n
y:Zui(x—l-rei)—i—Zan(a:—rei) et Zui =1
i=1

i=1 i=1

ce qui se réécrit
n

2n
y—x = ZT(M — [iyn)e; et Zui =1
i=1

i=1

On a alors
n 2n

Pl = | STy =
i=1 1=1

donc y € By(z,7).
Inversement, soit y € By (z,r). Il existe (A1,...,\,) € R™ tels que

n n
y—x:Z)\iei et Z\/\i\gr.
i=1 i=1

On pose

A A .
Mi=*+zfj et Hi-{—n:/ii_?l; vi<i<n.
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Ainsi on a

=1
et )
n n n n n
i1 i DY DY
ZNF?Zm—@:HZZ—l i Zimdi g
i=1 i=1 r r r
donc

n n 2n
y:Z,ui(x—krei)—i-Zan(a:—rei) et ZW =1
i=1

i=1 i=1
et finalement = € conv(B).

3. Montrons que f est localement majorée dans Uintérieur de {y € R"™ : f(y) < +oo}. Soit donc x
appartenant & l'intérieur de cet ensemble. Il existe § > 0 tel que z+86B1(0,1) C {y € R™: f(y) < +oo}.
Mais d’aprés la question 2.b), la boule z + §B1(0,1) = By (z,d) est I'enveloppe convexe des 2n points

x+dey, x—deq, ..., x+ ey, T — dey,.
D’apres la question 2.a), f est donc majorée par
max{f(z £de;),i=1,...,n}
sur By (z,d). On conclut grace a la question 1.

Exercice 6 : Hamiltonien convexe

1. Soit p € C*°(R™) tel que p > 0, supp(p) C B(0,1) et fRn p = 1. On pose ensuite pour § > 0,

@) =20 (%)
x)=—pl=]-
Soit € un ouvert borné strictement inclus dans . On pose pour z € Q' :

us(x) = (u ps)(a).

La fonction us ainsi définie est C! sur Q' avec Vug(z) = (Vu * ps)(z) (on rappelle que Vu est défini
presque partout sur € par le théoréme de Rademacher). De plus, us converge uniformément vers u
sur . Comme on a

u(y) + H(Vu(y)) <0 p.p.sur Q,

on en déduit
us(x) + H(Vu(y))ps(z —y)dy <0 sur .
RTL
On utilise maintenant le fait que H est convexe. D’aprés I'inégalité de Jensen, on obtient :
us(z) + H(Vus(z)) <0 sur Q.

De cela, comme ug est C' sur €, on déduit que us est sous-solution de viscosité de

uw(z) + H(Vu(z)) =0 sur Q.
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Enfin, en utilisant le fait us — wu localement uniformément et la question 1. de 'exercice 3, on peut
conclure que u est une sous-solution de viscosité de

w(z) + H(Vu(z)) =0 sur .

Ceci étant vrai pour tout ' borné strictement inclus dans 2, on peut conclure.

2. De la méme maniére qu’a la question précédente, on obtient

us(x) + [ H(y,Vu(y))ps(x —y)dy <0 sur
R

autrement dit

us(z) + . H(z, Vu(y))ps(z —y) dy < /n (H(z, Vu(y)) — H(y, Vu(y))) ps(x —y)dy sur .

On utilise maintenant que H est convexe par rapport a sa deuxiéme variable et I'inégalité de Jensen,
cela donne :

us(e) + H(z, Vug()) < / (H(z, Vuly)) — H(y, Vu(y))) ps(x —y) dy = hs(a) sur .

n

Par continuité de H, hs converge uniformément vers 0 lorsque & tend vers 0. Comme ug est C! sur €V,
on en déduit que ugs est sous-solution de viscosité de

w(z) + H(z,Vu(z)) — hs(x) =0 sur Q.

Enfin, en utilisant le fait us — u localement uniformément et toujours d’aprés la question 1. de
Iexercice 3, on peut conclure que u est une sous-solution de viscosité de

u(z) + H(z,Vu(z)) =0 sur Q.

14



