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CORRIGE N°7

Exercice 1 : injections de Sobolev

1. On a l'égalité suivante :

|f(x)]
17119, = / F(@)]? do = / / S d\de
TER™ Tz€ER™ JO

que 'on peut réécrire de la fagon suivante :

Hf\l%qz/ / ﬂ|f<x>>kqv—1dmx=/ qu—l/ 1 (oyon i dA
xER" JAERT AERT rER?

ou I'on a utilisé le théoréme de Fubini dans la derniére égalité. On en déduit alors le résultat.

2. On commence par montrer qu’il existe C'1(s,n) une constante strictement positive dépendant uni-
n

quement de n et de s telle que ||ga||re < C’l(s,n)Af_s. D’aprés le théoréme d’inversion de Fourier,
1
00| = | r [ DO = |

on a
e f(€) de|.
o SE /|§ NG

Comme 2s < n, on peut utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz qui donne

(o) < oo ( [, e dg> (1P 17 !2d£>

En passant en coordonnées polaires, on a

Ay gn—1 An—Zs
/ |§|_28 df — / / 7nn—1—2s do dr = ’ ‘ A
EN 0 Jsn n—2s

ce qui nous donne l'inégalité souhaitée avec Cy(s,n) = |[S"~1[Y/2/((2r)™(n — 25)/?).
On définit ensuite Ay par C’l(s,n)Azﬂ_s = A/2. On a alors ||gallec < A/2 puisqu’on a supposé
I fll7s = 1. Or gy est une fonction continue comme transformée de Fourier d'une fonction intégrable

donc on en déduit que {|gx| > \/2} = 0.

3. D’aprés l'inégalité triangulaire,
{I71> A} cH{lgal > A/23 U {[RaAl > A/2} .

La constante Ay étant telle que {|gx| > A\/2} = 0, on en déduit

4
{171 > A < H{Ihal > A2} < 5 lhallZ:,

car

)\2
1hAll72 > |ha|?dz > = |{|ha] > A\/2}].
4
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En utilisant la question 1., on conclut a I'inégalité voulue.

4. D’apres 'inégalité obtenue a la question 3., la définition de h) et la formule de Plancherel, on a :

+oo
1 <4 —n N3 F(€)|2 dE d.
1£19, < 4q (2m) /0 /IE RALGIRS

Par définition de Ay,
€] > Ay & X < A(€) :==2C1(s,n)[€] 2%,

donc, en utilisant le théoréme de Fubini, il vient
q - Q) -3 Trey2
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1£1%, < Ca(s,n) / A2 F()]2 d,
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d’ou

ou Cy(s,n) est une constante positive dépendant de s et n. De plus, n/2 — s = n/q, on a donc
A(§) =2C4(s,n)[¢|« puis on obtient :

n(g—2)
q

1F19, < Ca(s,m) / T () de = Cy(s.m) / €2 |7 e)? de
R™ R™

ot Cs(s,n) est une constante positive dépendant de s et n.

5. Remarquons tout d’abord que 'inégalité prouvée a la question 4. est également valable dans le cas
ot || f|lzs # 1. Pour le cas p = ¢, c’est directement une conséquence de la remarque précédente. Si
2 <p<q=2n/(n—2s), alors il existe s’ € [0,s] tel que p = 2n/(n — 2s') et donc d’aprés ce qui
précede, pour tout f € S(R™), on a :

[fllze < Clifllgs < ClFllas

(remarquons qu’on ne peut pas majorer directement || f|| ;. par || f|| ;. mais par || f||zs en distinguant
les cas || <1 et || > 1). Enfin, un argument de densité de S dans H® nous permet de conclure.

6. D’aprés la question précédente, on a 'existence d’une constante C' > 0 telle que

1fllze < C Uil grss-

De plus, on peut montrer que si (s1,s2) € (R*)2 et § € [0,1], on a
0 —0
£l ross +a-0ys2 < IF %0, 111 e

En effet, en appliquant 'inégalité de Holder avec la mesure |f(§)|2 d¢ et avec les fonctions |£]%°1 et
€]1=9)52 on obtient I'inégalité voulue. En prenant (s1,s2) = (s,0) et § = s,/s, on en déduit que

—0 0
1l zzon < IFIZ2 NG

ce qui permet de conclure.



Exercice 2 : espaces de Sobolev sur un ouvert de R”

1. On a facilement uv € L?(2) car v € L*®(£2). Montrons maintenant que uv a une dérivée au sens
faible dans L2(£2). Soit o € CA(2). Alors ¢ = vy € C}(Q2). On a pour tout j =1,...,n :

/Q(aju)wﬂz —/Quaj(v@),

- /Q (uw(0jv) + (Dju)v) @ = /Q uv(9j¢)-

De plus, u(9;v) + (Oju)v € L?(2) puisque u et ;u € L(Q) et v et djv € L>(Q). On conclut que uv
a une dérivée au sens faible dans L?(€2) par rapport a x; pour tout j et que

ce qui nous donne

9;(uv) = (Qju)v +u(0v), Vji=1,...,n.

2. D’aprés le rappel dans ’énoncé, on peut écrire u comme la limite d’une suite (ug)reny de C*°(Q)
pour la norme || - || y1(q). Montrons maintenant que la suite (nux)ren (qui est une suite de C§(Q2)) tend
vers nju pour la norme || - [[g1(q). On a:

nur = nul < [nlloclur — u|

et donc

g, = mull2(9) ————0.

—+00

De plus, d’aprés la question précédente, on a pour tout j =1,...,n :

9;(nu) = (9m)u + n(0;u).
De la méme maniére, puisque 9,7 est bornée, on obtient pour tout j =1,...,n:

10;(nuk) — 95 (nu)l[ 20 o 0.

Donc nu est la limite d’une suite de fonctions de Ci(Q2) pour la norme || - |1 (0)-

3. Pour tout @ € R, |G(x)| < |G(0)| + || | /|| . Donc |G o u| < [u] ||&"]| . +|G(0)| donc, comme ©
est borné, si w € H' C L? alors Gou € L?.
Si u est de classe C', alors G o u est dérivable au sens classique, de dérivées partielles :

9j(G ou) = (G o u)dju.

On suppose maintenant seulement u € H'(£). Soit (uj)ren une suite de fonctions C! convergeant
vers u dans H1(().
La suite (G o ug)ren converge dans L? vers G o u. En effet, pour tout n :

|Goup —Gou| <||G'||pee|ur —u| et donc ||Gour —Goullre < ||G| Lo |luk — ull 2.

Quitte a extraire, on peut supposer que uj converge simplement vers u presque partout (propriété
de L?). Alors, (G’ o ug)djuy, converge dans L? vers (G’ o u)d;u. En effet :

[(G" 0 up)djup, — (G" 0 w)djul| o < (G0 up)(djur, — Oju)|| 2 + [|0;u(G" 0 up, — G' o u)|| 2
<G || ||0jur — Ojull 2 + [|05u(G" 0 ug, — G" o w)| 2.



Puisque G’ est continue, G’ o up, — G’ o u converge simplement vers 0 presque partout. Par le théoréme
de convergence dominée, on a alors ||0;u(G’ o up, — G' o u)| 2 — 0. Cela implique que

H(G, o uk)ajuk — (G, o u)ajuHLQ — 0.

Donc G o uy, converge dans H'! (c’est une suite de Cauchy dont toutes les dérivées partielles forment
une suite de Cauchy). Sa limite est G o u (puisque les limites dans L? et H' coincident, si les deux
existent). Donc G ou € H' et, pour tout j :

. — ] . — 3 / . — / .
0i(G o) ngrfoo 0;(G o ug) ngrfoo(G o ug)0ju, = (G o u)oju.
Exercice 3 : inégalité de Caccioppoli pour les sous-solutions
1. a) Soit u une sous-solution faible positive de Lu = 0 dans B,.. On a :

| Avu-ve<o. veecis). g0

r

Par densité de Cj(B,) dans H}(B,), on en déduit :
AVu -V <0, Ve Hy(B,), ¢ >0.
By

On a aussi ¢ € C}(B,) et u € HY(B,) donc d’aprés la question 2. de I'exercice 2, on a ¢?*u € H}(B,)
que l'on peut donc utiliser comme fonction test. D’aprés la question 1. de ’exercice 2, on a :

V() = BV (u) + (u)Vi et V(i) = $Vu + uVy
puisque Yu, u € HY(B,) et 1 € CL(B,). Donc

/TAVMV(WU) :/TAVu-V(wu)w—l—/Br AV - Vi (shu)

:/ AV(wu)-V(wu)—/Br AW'V(W)WF/BT AVu - Vi (ypu)

T

= | AV(Yu) - V(Yu) — / AV - Vpu? — / AV - Vu(hu) + / AVu - Vap(rpu)

By r s (s

= [ AV(u) - V(u) — / AVY - Vpu? <0
B, By

ou on a utilisé le fait que A est symétrique pour obtenir la derniére égalité. On utilise maintenant les
hypotheéses faites sur A qui impliquent que

/AV(wu)-V(wu)Z)\/ IV (Yu)|?

T B

/ AV - Vipu? < nQAHVipHQLoo/ u?.,
” supp ¢



On obtient donc

A / V()2 — n2A| V3 / <0
B supp ¥

ce qui donne le résultat souhaité.
b) Soit p €]0,7[ tel que @ C B,. On choisit une fonction de troncature ¢ € C}(B,) telle que ¢ = 1
sur B,. On a alors

[ vwor = [ (upus (el = [ 1vaPe > [ va?
B, B, B, w
et en utilisant la question précédente sur B,
| VwuP<eivilie [ wr<clvule [ o

B, supp ¥ B,
ce qui permet de conclure.
2. a) La question 3. de I'exercice 2 nous assure que ®(u) € H'(B,) et on a :

Vo(u) = &' (u)Vu.

Toujours d’aprés la question 3. de 'exercice 2, on a ®'(u) € HY(B,) et

Vo' (u) = " (u)Vu.

Considérons ¢ € C}(B,) positive. On veut montrer que

AVO(u) - Ve <0.
By

D’apres les égalités rappelées précédemment,

AVO(u) - Vo = AVu -V @' (u) = AVu - V(p @' (u)) — AVu - Vu o " (u).
B, By By By

On obtient facilement que
/ AVu - Vup®”(u) >0

T

par convexité de ® et aussi grace a ’hypothése d’ellipticité sur A qui implique que
AVu-Vu > 0.

Montrons maintenant que le premier terme dans le membre de droite est négatif. D’aprés la question 3.
de I'exercice 2, on a ®'(u) € H'(B,). De plus ¢ € C}(B,), on a donc d’aprés la question 2. de I’exercice 2
que ¢ ®(u) € HY(B,). On a ¢ ®(u) > 0 car ¢ > 0 et on a supposé ® croissante. On avait remarqué a
la premiére question que

AVu-Vip <0, Vo € Hj(Bi), ¥ > 0.
B,



On en déduit que
/ AV - V(@' (1)) <0,

r

ce qui permet de conclure.
b) On note ¢ la fonction partie positive. Soit P(x) = z
positives (®y)x>1 définies par

3 — 2%/2. On introduit la suite de fonctions

si

0
®p(z) = P(kz) si
:c—i si

i

1
SEa

& O R
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On peut vérifier que (®g)x>1 est une suite de fonctions positives convergeant simplement vers @ telle
que pour tout k, @ est convexe, croissante, de classe C? sur R. Comme uy = ®(u) € L?(B,) puisque
u € L*(B;) et que 0 < ®;, < ®, par le théoréme de convergence dominée, on obtient que ®(u)
converge vers ®(u) dans L?(B,). D’aprés la question 2.a), pour tout k > 1, la fonction ®(u) est une
sous-solution faible positive de Lu = 0 sur B,.. Donc d’aprés la question 1.b),

/ Vo)< [ dpw?<c | o

w B Br

Ainsi, la suite (®x(u))k>1 est bornée dans H'(w) qui est un espace de Hilbert. Quitte a extraire une
sous-suite, on peut supposer que la suite (®y(u))x>1 converge faiblement dans H'(w). Par unicité de
la limite, on en déduit que uy = ®(u) appartient & H'(w). De plus, la notion de sous-solution est
clairement stable par passage a la limite faible. Donc uy = ®(u) est une sous-solution faible positive
de Lu = 0 dans w.

[Remarque : grace a la méthode utilisée précédemment, on peut montrer un résultat plus général que
le précédent. Le résultat de la question 2.b) est en fait vrai pour toute fonction ® positive, convexe et
croissante, pas seulement pour la fonction partie positive.

Pour le cas de la fonction partie positive, on peut en fait montrer un résultat plus fort : si u € H*(B,),
alors on a uy € H(B,) et Vuy = (Vu)l,=0 presque partout. Montrons ce résultat.

On considére la suite de fonctions (®1)x>1 introduite & la question 2.b). Cette suite converge simplement
vers la fonction partie positive. De plus, pour tout k, ®4(0) = 0, ®; € C}(R,R) et @) est bornée
(par 1). Donc on peut appliquer la question 3. de l'exercice 2 qui nous dit que pour tout k, la fonction
@y (u) € HY(B,) et pour tout ¢ € C§(B,), on a :

| wwve=- [ vawe=- [ siw@we.
T BT T

Ensuite, on remarque que par convergence dominée, puisque pour tout k, 0 < ®p(u) < uy et que
u € L*(B,) implique clairement que uy € L?(B,), on a :

lim @k(u)Vg0:/ ut V.
k—4o00 B,

De plus la suite de fonctions (®})r>1 converge simplement vers Ip+ et est bornée par 1. Donc

|®).(u)(Vu)| < |Vul. Puisque u € H'(B,), on en déduit qu'on peut également utiliser un argument de
convergence dominée pour montrer que

lim ) (u)(Vu) ¢ :/ Lyso0(Vu) o.
k—4o0 B,

T



Pour conclure, le fait que u € H'(B,) implique que 1,~0(Vu) € L?(B,) donc on a bien montré que
uy € HY(B,) et Vuy = (Vu)l,so presque partout. De la méme maniére, on déduit que uy est une
sous-solution faible positive de Lu = 0 sur B,.. En effet, on a par convergence dominée :

lim / AV®p(u) - Vo = AVuy - V.
k——+o0 B, B,

Puis on conclut en appliquant la question 2.a) a la fonction ®; pour tout k. |

Exercice 4 : estimation L2 — L™

1. a) Premiérement, on remarque que si u est une solution faible de Lu = 0 sur By, alors u — Cj41 'est
aussi. On a ensuite que uj; = (u— Cji1)4 est une sous-solution faible de Lu = 0 sur la boule By, qui
est strictement incluse dans B; en appliquant la question 2.b) de I'exercice 3.

b) Quitte a prolonger nos fonctions par 0 en dehors de By, on peut supposer qu’elles sont définies sur R”
et on peut ainsi appliquer le résultat de la question 4. de I'exercice 1 avec s = 1 et f = ¢rr1ugy1, ce
qui donne :

2/p
(/(¢k+1Uk+1)p dﬁ?) <a / IV (¢r1ups1)] do

pour une constante c; > 0.
On applique ensuite le résultat de la question 1.a) de 'exercice 3 : d’aprés la question précédente, uy1
est sous-solution sur By et ¢x11 € C§(Bk). On en déduit donc :

/ IV (¢ri1up+1)]? do = / |V (Gt 1ups1)]? do < 020(2)22(k+1)/ lupi1)? dz
By, SUppP(éx+1)

pour une certaine constante co > 0. De plus,
Lsupp(srs) < 1p, et upgpr < ug.
La premiére inégalité est claire. Pour la deuxiéme, si u < Cjy1, 'inégalité est évidente. Et si u > Clyq,
alors u > Cy et upr1 = u — Crpq1 < u — Cf = ug. Donc pour tout k > 1,
2/p
(/(¢k+1uk+1)p da:) < 01020322(1”1)[ |uk|2 dz < CkUk
By,

pour une certaine constante C' > 1.
¢) Remarquons qu’on a ]l];,k+1 < @p+1. On utilise I'inégalité de Holder :

U1 < /(¢k+1Uk+1)2de = /(¢k+1uk+1)2]1|{¢k+1uk+1>0}| dz

2/p
< ( T dx) {drsrunns > O}/,

De plus, qﬁﬁﬂukﬂ > 0 implique ¢p11 > 0 et ugy > 0. D’'une part, on remarque que si ¢g11(x) > 0
alors x € By, et donc ]lBk (z) = 1. D’autre part, ug+1 > 0 implique que ugy1 = u— Clryq et up = u—Cy



puisque Cjy1 > Cy. On en déduit alors également que uy, — upr1 = —Cp + Cpr1 = 27772, Finalement,
on en déduit

Prt1(z)up+1(z) > 0= 15 (2)ug(z) — 2

D’otu en utilisant la question 1.b),

2/p
U1 < </(¢kz+1Uk+1)p de) {1 g, u > 272}
< CPUL{(1 g, up)? > 27222/,

On utilise enfin 'inégalité de Markov et on suppose k > 2 :
2/n
|{(]lBkUk)2 > 2—2(k+2)}|2/n < (22(k+2) /(]l[;'kuk)Q dl’>

2/n
< (22(k+2) /(]1gkuk)2 dx) < 28k/nU]3/n_

On obtient finalement :
U1 < Ck28k:/nU;+2/” < (28/n0)kU;+2/”

ce qui donne le résultat voulu avec =1+ 2/n.

2. On considére kg > 2 tel que 2750 < 1/(2C)/ (=1, Ce ky étant fixé, on peut choisir Uy < 1 tel que

pour tout k < kg, on ait
1

——
(20)7
Montrons maintenant par récurrence que cette inégalité est encore vraie pour k > kg. On fixe k > kg

et on suppose que l'inégalité est vraie pour tout j < k. Alors d’apreés la question 1.c) et I'hypothése de
récurrence, on a :

crtul~t <

1 1
Uo = =)
(20)5-1

_ 1
(20)5-1 (20) 51
et donc
CkHlh-1 < 9—(k+1) < ‘
k+1 (QC)ﬁ

3. On déduit de la question 2. qu’on a une inégalité de la forme

k
o s (3
(20)7=1 \C

avec C > 1. Par comparaison avec une suite géométrique, on en déduit que Uy — 0 & U'infini. Mais on
a également U, — fBl/Q(u —1/2)% dz d'ont (u—1/2)3 =0 p.p. sur By 9, dout ull oo (B, ) < 1/2.



