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CORRIGE N°8

Exercice 1 : lemme des valeurs intermédiaires

1. Soit « € D. Alors, on a
1
1 <a(z) —u(zxg) = / Va((1—t)xzo +tx) - (x — x0) dt.
0
En intégrant en x € D cette inégalité, on obtient :
1
|D| < / / |Va((1 —t)xo + tz)||x — zo| dt dz
D JO

1
< / / |IVu((1 —t)xo + tx)||z — zo| dt dx.
By JO

2. On fait le changement de variable s = t|x — x| et on note e(z) = (z — z9)/|z — zo|, on obtient :

|z—z0|
D] < / / V(2o + se(z)) ds da.
B Jo
On prolonge |Vu| par 0 en dehors de Bj et on note encore |Va| ce prolongement. On peut alors écrire :
o
|D| < / / |Va|(xzo + se(z)) ds dx.
B Jo

On passe en coordonnées polaires pour « — xg dans la derniére intégrale :

|D| < / n 1/ (/ |Va|(zo + se) ds) de dr
S§n—1
< </ |Va|(zo + se) ds> de.
n S§n—1 0
On fait maintenant le changement de variables inverse en utilisant que |Va| est nul en dehors de By :
/ (/ |Vl (xzo + se) ds> de = / st [Vl xojse) dsde
sn—1 \Jo gn—1 sn

Va|(zo + ) Val(y [Val|(y)
:/ n—1 dr = _ ay|n— ldy_ _ oyln— ldy’
n 2] rn |0 — Y| B lzo — vl

] on
|D|§cn/ Vel 2
B

1 ‘xo _y’n—l n

d’ou

Finalement, en intégrant en xg € A cette inégalité, on obtient

dx
ADScn/ Vﬂy(/)dy.
|Al|D| Bll (y) AT



3. Solent z € By et £ C Bj. Qn note wy, la surface de la sphére unité de S*! c R™. On introduit le
réel 7o > 0 qui est tel que wy, "2 = [B(z,70)| = |E|. On a :

dy dy
T T = [P
E |.%' - y| B(z,ro) ‘ZL‘ - y‘

dy dy dy
n—1 = n—1 + n—1
E |.CC - y| E\B(z,ro) ‘:B - y’ ENB(z,ro0) |I’ - y|

1 d
o) / dy + / —
To E\B(z,ro) ENB(z,ro) |$ - y‘
1 d
= i / dy + / et
To B(z,ro)\E ENB(z,ro) |aj - y|
d d
S/ yn—l +/ yn—l
B(zro)\E T — Yl ENB(aro) 1T — Yl

_/ dy
B(z,ro) |l‘ - y|n71

ou on a utilisé que F et B(x,r() ont le méme volume pour 1’égalité de la troisiéme ligne. On conclut
en passant en coordonnées polaires

/ dy / dy
eyt Tyn—1 = “nT0:
B(z,ro) |.’IJ - y| B(0,ro0) |y’

d
/E|x—j|”_1 < wprg < |E)M bl

En effet,

IN

On a donc :

4. En utilisant les résultats précédents, I'inégalité de Cauchy-Schwarz et le fait que Va = (Vu) 1¢, on

obtient :
1/2 d 2
rAMD\s@z(/ WmP) /‘(/xA) dy
B, c\Jalz—yl"

< CnC[l)/QC,n|A‘1/n|C|1/2.

1/2

D’ou 1
1/2) ~1/2 1-1
o IO = |4 D).
cnch,
Exercice 2 : lemme d’oscillation et théoréme de De Giorgi

1. a) D’aprés les questions 1.b) et 2.b) de l'exercice 3 du TD 7, on peut appliquer l'inégalité de
Caccioppoli pour les sous-solutions. Puisque v est une sous-solution positive de Lu = 0 sur Bg/, et

0< v <1:
/|wws@/ ol < Byl
B Bgs o



b) On suit I'indication et on commence par montrer que pour tout £ € N, on a
Cy C{zx € By tq vg(z) > 0,vp41(x) = 0}.

Soit donc € Cy, on a 0 < wi(x) < 1, donc 0 < vg(x) < 1/2 et donc 0 < v(x) — (1 —27%) < 27F=1
On a alors 1 — 2% < v(z) < 1 — 2-*+1)_ Donc vy () > 0 mais vpyy(z) = 0.

Appliquons le résultat de I’exercice 1 & la fonction wy. Ce résultat dit qu’il existe une constante 5, qui
dépend seulement de ¢y et de la dimension n (en particulier, qui ne dépend pas de k) telle que :

| Ak| | Dx| < BICK|'.

On a utilisé pour simplifier 'inégalité de Iexercice 1 le fait que |Ax|"/™ < |By|"/™ et on a intégré dans
la constante le terme |By|'/™.

De plus, |Ag| > p puisque, si v = 0, alors vy = 0 et donc wy, = 0.

Ainsi :

{z € By tq vg(z) > 0,v41(z) = 0} > |Cy|
1

> @!Aklleklz

2
i
> @|Dk|2

_w
-4

12

B

{2 € B tq wy(z) = 1}?

> |{x € B; tq vg41(z) > O}\2

oil la derniére inégalité vient du fait que si vgy1(z) > 0, alors v(z) > 1 — 2~ *+1 donc vi(z) > 1/2 et
wi(x) = 1.

c¢) La suite (|{z € By tq vg(x) > 0}|),cy est décroissante, a cause de la définition de vy

Soit d quelconque. Soit k1 qui est tel que :

{z € By tq v, (xz) > 0} > 6.

D’aprés la propriété de décroissance et d’aprés la question précédente, on a, pour tout k < k :

2
1
{x € B tq vg(z) > 0, v41(x) =0} > @52_
Les ensembles {z € By tq vg(z) > 0,v41(x) = 0} sont disjoints donc :

k1—1

|Bi| > > {x € By tq vg(z) > 0, vp41(x) = 0}
k=0

2
K 2

Ainsi, ki < Z672(By .



2
Si on prend kg > %(5*2]B1]7 la propriété voulue est donc vérifiée.
d) Supposons § > 0 fixé. Nous indiquerons aprés comment le choisir. Soit ky comme & la question

précédente.
2
/ Uk‘() S 5
B
2

On a:
car vy <1 donc en utilisant 'estimation L? — L™ rappelée dans 1’énoncé, on a pour une certaine
constante ¢ indépendante de v et de 9 :

sup v, < c6i/2,
By /2

Choisissons & de sorte que ¢d'/2 < 1. Alors, pour tout z € By :
Ugo (z) < 6% et donc w(z) <1 — (1 —cdY/2)27k0,

En posant n =1 — (1 — ¢6/2)27%0_ on a le résultat voulu.

2. On commence par prouver le lemme dans le cas ot g = 0 et r = 1/2. D’aprés la question précédente,
si v est une sous-solution de Lv = 0, définie sur By, telle que 0 < v < 1 sur Byp et [BiNo~1({0})] =
p >0, alors 0 < v <nsur By, avec nn < 1 ne dépendant que de p, de n, de A et de A.

Soit maintenant u € H'(Bs) une solution de Lu = 0.
Par Pestimation L? — L™, u est bornée sur Bs /2 (on utilise que uy et —u_ sont des sous-solutions
positives). Notons m = infp;, uet M = suppg, , U- Posons

vy =max(0,2(u—m)/(M —m)—1) et v_ =max(0,1—2(u—m)/(M —m)).
Ce sont deux sous-solutions sur By. On a 0 < vy, v_ <1 sur Byy. De plus,
{z € By tq vy (x) <0} + [{z € By tqv_(z) <0}| > |By|.
On a donc :
H{z € By tqui(z) <0} > |B1]|/2 ou [{z € By tqu_(z) <0} > |Bi|/2.

Supposons par exemple que la premiére inégalité est vérifiée.
On a alors, d’aprés le résultat démontré a la question précédente appliqué pour

p= Kz € Bitquy(z) <0} = [Bi]/2 >0,
que 0 < vy <msur By, avec n ne dépendant que de n, de A et de A. Ainsi, sur By ; :

M — M M — M
o +m§n L rm et donc  supu — inf u < (M —m)
2 2 2 2 B, B

m<u=(vy —v_)

sionpose@zlér—”<1.
On a donc démontré le lemme pour g =0 et r = 1/2.



Comme 6 ne dépend que de la dimension, de A et de A, le résultat est stable par translation et dilatation
(par dilatation, on entend le fait de considérer la fonction ug = u(f.), pour 8 > 0, qui est une solution
de Lgug = 0 pour Lgv =3, ; 9;(a;;(B2)9d;v)). Donc le lemme est vrai pour tous zg et r.

3. Soit § donné par la question 2. Fixons r €]0;1/2]. Pour tout zp € By, on a, en appliquant récursi-
vement le lemme :

VkeN, sup u— inf uw<6| sup wu— inf u].
B(.Z’(),Q*k’r) B(CC(),Q_kT) B(SC(),T) B(I(Jrr)

D’aprés Iestimation L? — L, on a :

sup u < sup max(0,u) < sup max(0,u) < clul[r2(p,)-
B(zo,r) B(zo,r) B2

De méme, en utilisant —infp(yy ) u = Supp(y,»(—u), on a infpy ) u > —clullL2(p,). On a donc,
pour tous zg € By,r €]0;1/2],k € N :

: k
sup u— inf w < 2c0%||ullr2B.)-
B(xz,2 %) B(zo,27Fr) (B2)

Pour tous x,y € By, si |z —y| <71 :

- < —  inf < 2cHF
[u(z) — u(y)| _B(j};l_akr)u ek, S 2 [ull L2(B,)

pour k = [logQ ﬁ] Comme k > logyr —logy |z —y| — 1 et log# < 0, on en déduit :

lu(z) — u(y)| < 2cexp (log 0 (logy r — logy |x — y| — 1)) [|ullL2(,) < Clo — y|*|Jull2(s,)

pour a = —log, 8 > 0 et C' indépendante de wu.

Comme on a vu que supg, |u| < cllul|12(p,), I'inégalité est également valable pour |z —y| > 7, quitte a
modifier la valeur de C. Cela montre donc que u est a-hdldérienne, pour une valeur de v indépendante
de u.

Exercice 3 : inégalité de Harnack faible et régularité Holderienne

1. Si oscp, u = 0, c’est terminé. Sinon, on pose

u

v =
1l zn (By)

oscu + 0

Ba

pour un certain g9 > 0 & déterminer. Pour alléger les notations, on note

K =oscu+ 7Hf”Ln(Bz).
Ba €0

La fonction v est alors sur-solution positive de

PH(D%) + [Jj =0 dans Bs.



Comme oscp,v < 1, il existe une constante ¢ € R telle que 0 < v —c¢ < 1 sur By

w = v — ¢ et w est aussi sur-solution positive de

=0 dans Bs.

P (D*w) + ’]Jg

On en déduit qu’il existe des constantes universelles ¢ > 0 et C’ > 0 telles que

1/¢ N
(/ uﬁ’) < (infw+ Hf”L(BQ)) _
By B K

On remarque que || f||zn(p,)/K < €o et donc

) 1/¢
(/ we) §C’<infw+50>.
B B

. On pose ensuite

Puisque 0 < w < 1,0n a [{w > 1/2} N By| > |B1]/2 ou [{w < 1/2} N By| > |B1]/2. Supposons qu’on

est dans le premier cas c’est-a-dire que [{w > 1/2} N By| > |B1]|/2. On a :

1/¢ , ) 1/ , 1/¢
LBV < Lw s 1opnmpre < [ tumpe?) ([ )
2 2 2 B1 - By

Donc par I'inégalité de Harnack faible, on en déduit :

. 1/BIN\Y /.
Py — < .
C 2( 5 ) <C %11fw+50

Quitte & augmenter la valeur de C’, on peut supposer que C’ > C /2. En posant dés le début de la

preuve eg = C'/(2C") (qui est bien une constante universelle), on obtient

. C
1]§11fw22—c/>0.

On pose ensuite § = 1 — C'/(2C") et on obtient :

oscv =oscw =supw —infw<1—— =0€]0,1
B1 By Blp B1 2C7 10,11

i.e.

oscu <0 <oscu+ UHLW) .
Bs

Bl 60

Supposons maintenant qu’on est dans le deuxiéme cas c’est-a-dire que |[{w < 1/2} N By| > |By|/2.
On pose alors @ = 1 — w qui vérifie [{w > 1/2} N By| > |Bi|/2. On a aussi w > 0 sur By puisque

0 < w < 1. Le fait que w soit sous-solution de

P~ (D*w) — ’IJ;’ =0 dans Bs



implique que w est sur-solution de

PH(D*w) + |[j;| =0 dans Bs
ou on a utilisé le fait que P~ (M) = —P*(—M). En faisant le méme raisonnement que précédemment,
on obtient
oscw =oscw < 6
B B1
et donc T
oscu <6 <oscu—|— W) .
B, Ba €0

2. Soient 2o € By et r €]0, 1[. Alors, on remarque que B(zg,7) C By. On considére la fonction v définie
par

r _
v(y) =u <w0 + ??J) , Vyé€ Bs.
La fonction v est continue positive sur Bs et est sur-solution de
PH(D?v) +|g| =0 dans B
2
_" Yy
9(y) = 4f<$0+ 5

Alors, d’apreés I'inégalité de Harnack faible et la question précédente, on en déduit :

oscv < 6 <oscv + HgHL"(B2)> )
Bl BQ 60

), VyEBQ.

On remarque que
r r
gllzn(B2) = S ln(B@o.r) < SN Ln(B2)-
Donc on a prouvé l'existence d'un constante F' > 0 (qui est un O(|| f||z»(p,)) indépendant de r) telle

que
oscv < foscv + Fr.

B1 Bo
Or
oscv= o0sc u et oscv= o0sCc u.
B B(zo,r/2) Bs B(zo,r)

Donc on a prouvé 'existence de constantes 8 €10, 1] et F' > 0 telles que pour tout xzy € Bj et tout
r € (0,1),
osc u<@ osc u-+ Fr.
B(zo,r/2) B(zo,r)
Soit f = —In#/In2. On pose @ = min(f3/2,1/2). D’aprés un lemme du cours, on a lexistence d’une
constante C' > 0 telle que

osc u<Cr® (||U||L°°(B2) + ||f||L“(BQ)) :

B(zo,r

Toujours d’aprés le cours, on peut conclure que u est Holderienne sur Bj.



