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TD N°2 : EQUATIONS DE LA CHALEUR ET DE FOKKER-PLANCK
Dans tout le TD, n désigne un entier naturel non nul.

Exercice 1 : principe du maximum faible pour 1’équation de la chaleur

Le but de cet exercice est de prouver un principe du maximum faible pour I’équation de la chaleur. On
considére ) un ouvert borné de R™ et T' > 0. On définit :

Kr=[0,T]xQ et Ty= ({0} xQ)U([0,T]x d0).

On note également

Q =10, +00[xQ et donc Q = [0, +oo[xQ.

Soit u € C°(Q) N C?(Q) telle que dyu — Au < 0 dans Q.

1. Soit € > 0. On introduit la fonction u. définie par u.(t,z) = u(t, ) + |z|? sur Q.

a) Montrer que Ue ., atteint son maximum en un point (te,xe) € Kp puis que si (te,xe) ¢ I'p, on a
Aug(tz,xe) < 0.

b) Toujours en supposant que (t.,z:) ¢ I'r, montrer que Oyuc(ts, zz) > 0.

c¢) Montrer que (t.,z.) € T'p.

2. Montrer que supg,, u = supr,, u.

Exercice 2 : principe du maximum fort pour I’équation de la chaleur
Soient Q un ouvert borné de R™ et T' > 0. On note Qp = (0,77 x €.

1. Dans cette premiére question, on va démontrer une formule de la moyenne pour 1’équation de la
chaleur. On introduit la fonction @ définie sur R x R” par

1 _le2
@(t,x): We 4t si t>0
0 si t<0
puis 'ensemble E(t,z;7) pour (t,z) € R x R™ et r > 0 défini par
E(t,zr) = {(s,y) e R" s <t, @t — s,z —y) > 1/r"}.

a) On fixe (t,z) € Qr et on pose

1 |z — y|?
o) = / [E o) s

pour 7 > 0 assez petit pour que E(t,2;7) C Qp. On suppose que u € C2(Q7) est solution de ’équation
de la chaleur sur Qp (c’est-a-dire vérifie Oyu = Awu sur Q7). Montrer que ¢ est constante.
[Indication : on pourra utiliser la fonction ¢ définie par ¥(s,y) = —n/2In(—4ms) + |y|?/4s + nin(r).]

b) En admettant que
2
// % dyds = 4,
E(1) S




montrer que si u € C2(Qr) est solution de I'équation de la chaleur sur Qr, alors

_ 1 |z — yl”
u(t,x) = g //E(t,x;r) u(s,y) (= s)? dy ds

pour tout E(t,z;r) C Qp.

2. Montrer que si € est convexe et qu'il existe un point (g, zg) € Qr tel que

u(to, o) = maxu
Qr

alors u est constante sur {2 .

Exercice 3 : inégalité de Poincaré-Wirtinger et équation de la chaleur en dimension 1

1. Soit u € C1(R) qui est T-périodique. Montrer que si fOT u(t) dt = 0 alors

(/ ' woka) <o ([ ' o) ar)

[Indication : utiliser une décomposition en séries de Fourier.|

1/2 1/2

2. Soit u = u(t,z) une fonction de classe C? sur R x R, 27-périodique en z, et solution de 1’équation
de la chaleur

Ou — Oz (y(x)0yu) = 0,

ou v est une fonction C*°, 2w-périodique et minorée par une constante strictement positive. Montrer
que si la moyenne ffﬂ u(0, z) dz s’annule, alors il existe une constante C' telle que, pour tout temps

t>0,
/ u(t,z)? dz < e_tc/ u(0, )% dz.

—T —T

Exercice 4 : régularité pour I’équation de Kolmogorov

Une fonction f = f(t,z,v) a valeurs réelles définie pour (¢,z,v) € R x R x R est une solution de
I’équation de Kolmogorov associée a la donnée initiale fy = fo(x,v), (z,v) € R x R si elle satisfait :

Hf=Lf fuso=fo o Lf=—vdaf+0uml.
On introduit les espaces L2 = L?([0,1] x R) et H' = H'(]0,1] x R) associé a la norme
17170 = 17172 + 100 1Z2 + 1921172
On introduit également 'espace X :
X ={(z,v) €[0,1] x R = g(z,v) eR: Vv R, g(-,v) € C*([0,1]) et Vx €[0,1], g(x,-) € S(R)}.
On introduit une fonctionnelle F définie sur [0,1] x H! par

F(t,h) = A||h||72 + Bt|ophl|72 + Ct*(9sh, Ouh) 12 + t3(|05h|1?,  (t,h) € [0,1] x H'



ou A, B et C sont des constantes strictement positives a déterminer.

1. Montrer que si C' < v/B, on a F(t,h) > A||h||22 + (Bt/2)]|0uh||2, + (¢3/2)[|0zh||2. pour tout t € [0,1]
et tout h € H'.

2. Montrer qu’on peut choisir les constantes A, B et C respectant la condition C' < v/B telles que si f
est une solution 1-périodique en x de I’équation de Kolmogorov associée & une donnée initiale fo € X
et telle que t — f(t,-,-) € CY(R, X) alors en notant f; = f(¢,-,-), on a :

d
&]:(t fi) <0, Vte]lo,1].

3. Montrer qu’on a alors les estimations suivantes :

!/

c’ C
|\avft||L2§7||f0|\L2 et |[[fellm < t3/2||f0||L2 vt €]0,1]

ot C’ est une constante strictement positive.

Exercice 5 : inégalité de Poincaré et équation de Fokker-Planck

Dans cet exercice, on prouve des inégalités de Poincaré “4 poids” qui sont adaptées a I'étude du
comportement en temps grand des solutions de I’équation de Fokker-Planck.

1. (Inégalité de Poincaré-Wirtinger) Soit € un ouvert de R™ borné et convexe. On considére v € L*(Q)
telle que [, vdx =1 et telle que v,1/v € L>(£). Montrer qu'’il existe une constante x > 0 telle que
pour toute fonction f telle que [, f2v < oo et [, |V f|*v < oo, on ait :

/'f ”d:‘”</|vf|2ydﬂ9 ot <f>u:/ﬂf1/da:.

/f vdz < ( /|Vf\2ud:c

[Indication : écrire une formule de Taylor.|

En déduire que

2. Montrer qu’il existe une fonction W € C?(R") telle que W > 1 et qu'il existe des constantes 6 > 0,
b, R > 0 telles que

(L'W)(z) = AW (z) —x - VW (x) < =0 W(x) + bl R (), Vo e R".

[Indication : chercher W sous la forme W (z) = ¢7®) ou ()2 = 1 + |z|?.]

Dans la suite de ’exercice, on considére une solution f = f(¢,x), (t,x) € RT x R" de I'équation de
Fokker-Planck

of=A0zf+ leI(.’Ef), f(oa ) = fo,
avec t > f(t,-) € CL(RT,S(R")).
3. On note G(z) = (2r) /2 e~171*/2_ Verifier que G est une solution stationnaire de 'équation.

4. a) Montrer que pour toute fonction g telle que f]R" ¢>Gdx < oo et fR" Vg Gdx < 0o, on a:

/ g°Gdz < C <<g>ﬁR +/ |V9|2de>
n Rn



ou vp = G/(fB(O r G) et (g)up fB 0,r) JVR dx pour une constante C' > 0.
b) Prouver 'inégalité de Pomcare il ex1ste une constante Cp > 0 (qui ne dépend que de la dimension n)

telle que pour toute fonction h telle que fRn h?Gdr < oo et fRn |Vh|? G dx < oo, on a l'estimation
suivante :

L/|VhFGerCp/ \h — (h)g|* G dz,
Rn Rn
hG = [pn hGdz.

5. Vérifier qu’on a la propriété suivante :

flt,x)dx = fo(x)dz, Vt>0.
R™ R™

6. Montrer qu’on peut écrire ’équation de Fokker-Planck sous la forme

Of =dive (GVL(fG™).

7. Montrer le résultat suivant sur le comportement asymptotique de la solution : si pour tout ¢t > 0,

Jan F(&,2)2GH(z) do < 0 et [, [Va(f(t,2)/G)|*G(z) dz < oo,

1£(t,) = (fo) Glle < e P |Ifo — (fo) Gllp

o on a noté (fo) = [gn fo(x)dz, || - || la norme de Pespace de Hilbert E = L?(G™!) définie par

I = [ PG @) da

et Cp la constante de Poincaré introduite & la question 2.
[Indication : remarquer qu’on peut supposer (fp) = 0 par linéarité de 1'équation.]



