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TD N°5 : EQUATIONS DE HAMILTON-JACOBI

Exercice 1 : unicité pour I’équation eikonale

1. Montrer que si v; € C1([—1,1]) (vesp. va € C}([~1,1])) est une sous-solution de viscosité (resp. une
sur-solution de viscosité) de v + [v'| = 0 sur |— 1,1 et si v1 et vy sont telles que v1 < vy sur {—1,1},
alors v; < vg sur [—1,1].

2. Montrer que si v (resp. v2) est une sous-solution de viscosité scs (resp. une sur-solution de viscosité
sci) de v+ [v/| = 0 sur |— 1, 1] telles que vy < vy sur {—1,1}, alors v; < vy sur [—1,1].

3. Montrer que u est une sous-solution de viscosité scs (resp. sur-solution de viscosité sci) de |u'|—1 = 0
sur |— 1,1] si et seulement si v = —e™™ est une sous-solution de viscosité scs (resp. sur-solution de
viscosité sci) de v + |v/| = 0 sur |— 1, 1].

4. Montrer que U(x) =1 — |z| est I'unique solution de viscosité continue de

{yu'|—1:o sur |]—1,1]
u(l) =u(-1) =0.

c’est-a-dire que U est une fonction continue sur [—1,1] qui vaut 0 en 1 et une solution de viscosité
continue de |u'| =1 =0 sur |- 1,1].

Exercice 2 : unicité dans 1’espace entier

Soit n un entier naturel non nul. Soit H : (x,p) € R™ x R" — H(x,p) € R. On suppose que H est
dérivable par rapport & ses deux variables = et & p et qu’il existe une constante C'y > 0 telle que

0:H (z,p)| < Ca(1+1p|) et |0pH(z,p)| <Cu, Vz,peR"
On considére I'équation de Hamilton-Jacobi d’ordre 1 suivante :

(1) Owu(t,z) + H(z,Vyu(t,x)) =0 sur RS x R"
u(0,z) = up(x) sur R™.

En adaptant la preuve d’unicité du cours dans le cas périodique, montrer qu’on a un résultat d’unicité
pour dans le cadre des solutions de viscosité continues bornées sur RT x R".
[Indication : on pourra poser M = sup p[xrn (u—v—0o/(T—t)—alz[*) avecT > 0,0 >0eta > 0]

Exercice 3 : schéma numérique

On considére une fonction ¢ : R — RT dérivable et périodique. On s’intéresse a ’équation eikonale
suivante en dimension 1 :

(2) { Opu(t,z) — c(z) |Ozu(t,z)| =0 sur Rf xR

u(0, ) = up(x) sur R

ol ug est de classe C!, Lipschitzienne sur R de constante de Lipschitz Lq et périodique.
On se donne une grille en espace et en temps

R = JliAz, (i + )Az] et RY = J[nAt, (n+ 1)Al]
€L neN



ott Az > 0 et At > 0 sont des pas de discrétisation. Pour h = (At, Ax) € (R)2, on note
G" = {(nAt,iAz), neN, i e Z}

la grille de discrétisation.
Pour a € R, on note a; = max(a,0) et a_ = max(—a,0). On définit u” : G — R par

u(0,2) = up(z), Vo € {iAx, i € 7}
ul(t + At z) = SM(t x ul (t ), Wt x4+ Az, u (L x — Ax)), Y (t,z) € GP

ou pour tout (¢,x) € RT x R et tout o, 3, v € R,

SM(t,z, a, B,7) = a + (At) ¢(x) max <(5A_x“>+ : (O‘A_x”> _> .

1. Montrer que pour tout ¢ € Cl(IR;r x R), on a

t+ At,z) — Sh(t, x, p(t, z), p(t, z + Ax), o(t,x — Az
o ) (t,z, o( A)tw( ), e ) s Dyt x) — (@) rio (1)

pour tout (t,z) € RS x R. On dit que Sh est un schéma numérique consistant.

2. Soit ¢g > 0 tel que 0 < ¢ < ¢y sur R. Trouver une condition sur ¢y, At et Az pour que S” soit
monotone et de méme monotonie par rapport a ses trois derniéres variables. On dit que S" est un
schéma numériqgue monotone. On note H ’ensemble des h qui vérifient cette condition et considére
désormais uniquement des h appartenant & H.

3. Montrer que la monotonie du schéma implique le principe de comparaison discret suivant : soient
u}f G S R et u'j - G" = R telles que
h h h h h h
Uuy (t + Ata l‘) < S (tv €T, uy (tv SL’), Uy (ta T+ ASL’), Uy (ta L= AZL’)), v (t’ i’) €g

et
Wt + At,) > SM (8, x,d(t 2), ul(t, @+ Ax),ub(tx — Ax)), V(t,z) € G,

Si de plus, u?(0,z) < uf(0,z) pour tout = € {iAx, i € Z} alors u? < ul sur G".

4. Montrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que
lu(t,z) —up(z)| < Ct, YheH, Y(tz)egGh

On dit que S est un schéma numérique stable.
5. On introduit T(t,z) = im0, hegu(t, ) et u(t,z) = lim,, hep ' (t, ).
a) Montrer que @ et u sont finies.
b) Montrer que u (resp. u) est une sous-solution (resp. sur-solution) de dyu —c(z) |O,u| = 0 sur R} x R.
¢) Montrer que u” converge localement uniformément vers u, I'unique solution de viscosité de sur
R} x R.
6. Dans cette question, on suppose que c est constante égale a ¢y > 0.
a) Soit 7" > 0. On note
Gh = {(nAt,iAx), n € N, i € Z} N ([0, T[xR).



Pour ¢ > 0, on pose

M, = sup <uh(t7 'T) - U(S, y) - - -
(t,x)egéi T - t 21/ 25

(s,y)€[0,T)xR

avec v >0,e>0et a> 0.
Montrer que M, est fini et est atteint en un point

(", "), (5,9) € ({10, To] x B0, ) NG ) x ([0,T] x R)

oudTy<T et R>O0.

b) Montrer que si M, > 0 pour tout o > 0, il existe o, > 0 tel que pour o > oy, t" =0 ou 5 = 0.
[Indication : écrire une inégalité de viscosité discréte et une continue.|

c) Prouver l'estimation d’erreur suivante : il existe une constante C' > 0 telle que

lu(t, z) — u(t,x)| < CV Az, Y (t,z)eGh



